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REDAKTORIAUS ŽODIS RUSIŠKAJAM 
LEIDIMUI 


Ši knyga pirmiausia skiriama vidurinės mokyklos vy- 
resniųjų klasių mokiniams, bet ją galima rekomenduoti ir 
visiems kitiems matematikos mėgėjams, norintiems pasi- 
tikslinti sąvoką „skaičius“, o ypač tiems skaitytojams, ku- 
rių pašaukimas — dabar arba ateityje — patenkinti vyres- 
niųjų klasių mokinių matematinį smalsumą: vidurinių 
mokyklų mokytojams ir pedagoginių institutų studentams. 

Dauguma pradedančiųjų matematikų pirmiausia siekia 
įsigyti konkrečių žinių; juos domina naujos teoremos, iki 
tol nežinomi jiems uždaviniai, netikėti matematiniai faktai. 
Bet tarp mūsų mokinių yra ir kitokio būdo jaunuolių, kurių 
domėjimasis matematika nukreiptas, taip sakant, ne pla- 
tyn, bet gilyn: jų nepatenkina tos žinios, kurias jie tarytum 
jau yra įsisavinę; jie nori, kad jiems būtų tiksliai atsakoma 
į princfpinius klausimus, kurie vidurinėje mokykloje rūpes- 
tingai apeinami. Kas yra skaičius, linija, funkcija? Kokie 
būna skaičiai, linijos, funkcijos? Kokias skaičiaus, linijos, 
funkcijos savybes būtina įrodyti ir kokios randamos tų ob- 
jektų apibrėžimuose? Būtent tai mokinių kategorijai ir pa- 
rašyta ši knyga. 

Pagrindinis tiriamasis objektas šioje knygoje yra sk ai- 
čius. Skaičiaus sąvoka yra ne tik viena iš svarbiausių, 
bet ir viena iš sudėtingiausių matematinių sąvokų; nė kiek 
neperdedant, galima sakyti, kad visa matematika — ir arit- 
metika, ir algebra, ir geometrija, ir analizė — jau slypi, lyg 
gemalas, su skaičiaus sąvoka susijusiame problemų rate. 
Savaime aišku, kad ši mažytė knygutė nė nepretenduoja 
atsakyti į visus čia kylančius klausimus: jos tikslas kuk-- 
lus — priversti skaitytoją susimastyti ties kai kuriais ry- 
šium su tuo kylančiais uždaviniais. 
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Po žymaus prancūzų matematiko Anri Puankare mir- 
ties buvo sakoma, kad dėl jo mokslinės veiklos spręstinų 
problemų ne sumažėjo, bet padaugėjo: naujų, tais laikais 
neišsprendžiamų klausimų Puankarė nurodė daugiau, ne- 
gu pats išsprendė iki jo kilusių uždavinių. Panašiai ir šią 
knygą perskaitęs mokinys, gal būt, pagalvos, kad dabar 
matematiką jis moka blogiau, negu prieš skaitydamas 
knygą. Bet juk nesusimąstyti ties kuriuo nors klausimu — 
tai ne tas pats, kas žinoti atsakymą į jį; todėl mums atrodo, 
kad atidžiai skaityti šią knygą bus nepaprastai naudinga. 

Kai kurios šioje knygoje įrodomos teoremos skaitytojui 
atrodys labai paprastos, bet tas paprastumas dažnai būna 
apgaulingas. Labai prašome skaitytoją neniekinti tokios 
geros savikontrolės priemonės, kaip knygoje nurodytųjų 
uždavinių sprendimas. Apskritai kiekvieną matematinę kny- 
gą — tarp jų ir šitą — reikia skaityti su pieštuku rankoje: 
greitam skaitymui matematinė literatūra netinka. Pasku- 
tiniai šios knygos skyriai šiek tiek sunkesni už pirmuosius, 
bet už tai skaitytojui atlygins gilios, kartais netikėtos juo- 
se išdėstytos žinios. 

Šios knygos autorius — garsus ETA matemati- 
kas Aivenas Nivenas, skaičių teorijos specialistas. Jis la- 
bai domisi matematikos dėstymo problemomis, yra parašęs 
nemaža mokslo populiarinimo knygų ir straipsnių. A. Ni- 
venas — Oregono valstijos universiteto profesorius; be to, 

„jis redaguoja puikų „Amerikos matematinį žurnalą“ (Ame- 
rican Mathematical Monthly), skiriamą JAV mokyklų mo- 
kytojams ir plačiam matematikos mėgėjų ratui. Taip pal 
jis vadovauja Amerikos matematikų draugijos „Mokykli- 
nės matematikos tyrimo grupės“ (School Mathematics 
Study Group) leidybiniam komitetui, kuris leidžia ir mo- 
kiniams skiriamų knygų seriją „Naujoji matematinė bib- 
lioteka“ (New Mathematical Library). Pirmasis jos leidi- 
nys ir buvo ši knyga. 


I. Jaglomas 


ĮVADAS 


Paprasčiausi skaičiai — tai sveikieji teigiamieji skai- 
čiai 1, 2, 3 ir t. t., kuriais išreiškiame, kiek turime kokių 
nors. daiktų. Jie vadinami natūriniais skaičiais. Žmonija 
žino juos taip seniai, kad įžymusis matematikas Leopoldas 
+ Kronekeris pasakė: „Dievas sutvėrė natūrinius skaičius; vi- 
są kitą sukūrė žmogus“. 

Kasdieninio gyvenimo poreikiai privertė sugalvoti pa- 


prastąsias trupmenas — skaičius >, 2 > ir t. t. Tokie 


skaičiai vadinami racionaliais skaičiais. Jie taip pavadinti 
ne todėl, kad „protingi“, bet todėl, kad jie — sveikųjų skai- 
čių santykiai.* 
Natūrinius skaičius galima vaizduoti tiesės taškais 
(1 pav.). Tokiu atveju tarpai tarp gretimų taškų yra viene- 
———1———T 
1 pav. 


tinio ilgio atkarpos; taškai išdėstyti kaip centimetrinių pa- 
dalų brūkšneliai ruletėje. Racionalūs skaičiai vaizduojami 
tos pačios tiesės taškais (2 pav.), ir galima sakyti, kad 
jais išreiškiamos ilgio vieneto dalys. 


BLB, 
1 2 
2 pav. 


* Angliškai santykis — “ratio”, racionalus — “rational”; žodis 
“rational”, kaip ir mūsų žodis „racionalus“, vartojamas taip pat pras- 
me „protingas“, „tikslingas“. . 


Daug vėliau indai išrado labai svarbų skaičių 0, o nau- 
jųjų amžių pradžioje italų algebristai įvedė neigiamus 
skaičius. Nułį ir neigiamuosius skaičius taip pat galima 
vaizduoti tiesės taškais; tai parodyta 3 paveiksle. 


22 45 
—T—T-———T——T——ZZT— TT 
-2 4 0 1 2 
3 pav. 


Kai matematikai kalba apie racionalius skaičius, jie 
galvoja apie teigiamus ir neigiamus sveikuosius skaičius 
(šiuos skaičius irgi galima išreikšti santykiais, sakyki- 


me, 2= z = si t. L). nulį ir paprastąsias trupmenas. Tei- 


giami ir neigiami sveikieji skaičiai ir nulis dar vadinami 
sveikaisiais skaičiais. Aišku, kad visa sveikųjų skaičių kla- 
sė yra racionalių skaičių klasės dalis. 

Jau prieš 2500 metų graikų matematikai pastebėjo, kad 
geometrijos poreikių paprastosios trupmenos nepatenkina. 
Jie nustebo ir suglumo, sužinoję, kad kvadrato įstrižainės 
ilgio neįmanoma išreikšti racionaliu skaičiumi, kai to 
kvadrato kraštinės ilgis lygus vienetui (4 pav.). (Tai įro- 


1 


1 
4 pav. 


dysime III skyriuje.) Šiuolaikine kalba pasakytume, kad 
kvadratinė šaknis iš 2 (kuri pagal Pitagoro teoremą yra 
tokio kvadrato įstrižainės ilgis) yra iracionalus skaičius. 
Šis teiginys turi tokią geometrinę prasmę: kvadrato kraš- 
tinė ir įstrižainė neturi bendro mato, t. y. bet kuri 
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atkarpa, kad ir labai maža, negali tilpti kraštinėje ir įstri- 
žainėje po sveiką skaičių kartų. Kitaip sakant, kvadrato 
kraštinę ir įstrižainę išmatavus bet kuriuo, kad ir labai ma- 
žu, ilgio vienetu, bent vienas iš gautųjų skaičių nebus 
sveikasis skaičius. Graikams šis atradimas sukėlė daug 
rūpesčių, nes, įrodinėdami daugelį teoremų, jie tardavo, 
kad dvi bet kurios tiesių atkarpos turi bendrą ilgio vienetą. 
Vadinasi, Euklido geometrijos loginėje struktūroje buvo 
pastebėta spraga: kalbant apie ilgių santykius ir propor- 
cijas, buvo likę neišnagrinėtų atvejų. Kaip ši spraga paša- 
linama, matysime III skyriaus 7 paragrafe. 

Apskritimo ilgio ir jo skersmens ilgio santykis (būtent 
skaičius m) — łaip pat iracionalus skaičius. Daugelį kitų 
iracionalių skaičių gauname, mėgindami apskaičiuoti kai 
kurių pagrindinių funkcijų reikšmes. Pavyzdžiui, apskaičia- 
vę sin x reikšmę, kai x lygus 60°, gauname iracionalų skai- 
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čių —>— . Panašiai, skaičiuodami funkcijos log x reikšmes 
net tais atvejais, kai x reikšmės racionalios, dažniausiai 
gauname iracionalius skaičius. Nors skaičiai, surašyti lo- 
garitminių ir trigonometrinių funkcijų lentelėse, yra racio- 
nalūs, bet iš tikrųjų jie tik apytiksliai išreiškia tikrąsias 
reikšmes, kurios, išskyrus tik nedaugelį, yra iracionalūs 
skaičiai. Taigi matome, kad elementarinėje matematikoje 
yra daug kelių, kurie veda prie iracionalių skaičių. 
Realiųjų skaičių aibė sudaryta iš visų racionalių ir ira- 
cionalių skaičių; tai pagrindinė skaičių sistema matema- 
tikoje. Bet kuris geometrinis samprotavimas, susijęs su 
ilgiais, plotais ir tūriais, tuoj pat primena realiuosius skai- 
čius. Geometrija duoda paprastą intuityvų būdą nusakyti 
realiuosius skaičius kaip skaičius, reikalingus išreikšti bet 
kurios atkarpos ilgį, kai duotas ilgio vienetas. Jeigu vėl 
skaičius vaizduosime tiesės taškais, tai įsitikinsime, kad 
kiekvienoje atkarpoje (nors ir labai mažoje) yra ne tik be 
galo daug racionalių taškų, bet ir daug kitų taškų (tokių. 
kaip]/ 2, x ir t. t.), kurių atstumai nuo nulio neišreiškiami 
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racionaliais skaičiais. Tačiau tuo atveju, kai imami visi rea- 
lieji skaičiai, kiekvienas tiesės taškas atitinka tik vieną 
realų skaičių, o kiekvienas realus skaičius atitinka tik vieną 
tiesės tašką. Tas faktas, kad visi ilgiai gali būti išreikšti 
realiaisiais skaičiais, vadinamas realiųjų skaičių aibės pil- 
numo savybe. Nuo šios savybės priklauso visa matema- 
tinė analizė. 

Vadinasi, yra dviejų tipų realieji skaičiai — racionalūs 
ir iracionalūs. Dar yra kitas, kur kas vėliau atsiradęs rea- 
liųjų skaičių skirstymas į dvi rūšis — į algebrinius ir trans- 
cendentinius skaičius. Realusis skaičius vadinamas algeb- 
riniu, jeigu jis tenkina kokią nors algebrinę lygtį su svei- 
kais koeficientais. Pavyzdžiui, skaičiusļ/ 2 yra algebrinis, 
nes jis tenkina lygtį x2—2=0. Likusieji realieji skaičiai, 
nealgebriniai, vadinami franscendentiniais. Iš to apibrėži- 
mo neaišku, ar iš viso egzistuoja transcendentiniai, t. y. 
nealgebriniai, skaičiai. 1851 metais prancūzų matematikas 
Liuvilis įrodė, kad transcendentiniai skaičiai egzistuoja. 
Liuvilis tiesiog sudarė keletą skaičių ir įrodė, kad jie nė- 
ra algebriniai. VII skyriuje Liuvilio metodu įsitikinsime, 
kad transcendentiniai skaičiai egzistuoja. 

` Vėliau, XIX amžiuje, buvo įrodyta, kad 1 — irgi trans- 
cendentinis skaičius. Tuo pačiu paaiškėjo, kad senovinis 
brėžimo uždavinys, žinomas „skritulio kvadratūros“ vardu, 
neišsprendžiamas. Šiems klausimams skirtas šios knygos 
V skyrius. Kitas XIX amžiaus pasiekimas: vokiečių mate- 
matikas Kantoras visiškai kitokiu metodu įrodė, jog egzis- 
tuoja transcendentiniai skaičiai. Nors Kantoro metodas 
(priešingai Liuvilio metodui) nenurodo nė vieno konkretaus 
transcendentinio skaičiaus, bet jis turi kitą privalumą — 
duoda galimybę teigti, kad tam tikra prasme transcenden- 
tinių skaičių yra nepalyginamai daugiau, negu algebrinių. 
Tokiu teiginiu išreiškiama mintis, kad galima lyginti be- 
galines aibes, nes ir algebrinių, ir transcendentinių skai- 
čių yra be galo daug. Šios mintys gana tolimos pagrindi- 


8 


nei knygos linijai, todėl Kantoro įrodymas, kad egzistuo- 
ja transcendentiniai skaičiai, nukeliamas į priedą C. 

Si knyga sudaryta pagal tokį planą. Pirmuose trijuose 
skyriuose nagrinėjami natūriniai, sveikieji, racionalieji ir 
realieji skaičiai. Po to, IV skyriuje, nurodomas standarti- 
nis būdas, kuriuo nustatoma, ar duotasis skaičius yra ira- 
cionalus. V skyrius skiriamas vadinamiesiems trigonomet- 
riniams ir logaritminiams skaičiams, t. y. tiems skaičiams, 
kurių apytikslės reikšmės surašytos logaritminių ir trigo- 
nometrinių funkcijų lentelėse. VI skyriuje aptarsime, ko- 
kiu tikslumu galima iracionalius skaičius pakeisti racio- 
naliais. Tas skyrius truputį sunkesnis už kitus, šiek tiek 
specialaus pobūdžio. Jis įdėtas dėl to, kad besidomintys 
skaitytojai galėtų susipažinti su naujo po samprotavi- 
mais. . 

VII skyriuje ir priede C dviem visiškai skirtingais bū- 
dais įrodyta, kad egzistuoja transcendentiniai skaičiai. 
VII skyriuje naudojamasi Liuvilio metodu, o priede C — 
Kantoro metodu. Tie metodai visiškai skirtingi, todėl skai- 
tytojas pajus tikrą malonumą, išnagrinėjęs juos abu. 
VII skyriuje pateiktąjį įrodymą apsunkina neišvengiainos 
techninės detalės. Norint jį suprasti, reikės dar dažniau, 
negu ankstesniuose skyriuose, naudotis pieštuku ir popie- 
riumi. Gali atsitikti, kad skaitytojui I—V skyriai atrodys 
nelabai sunkūs, VI skyrius — gana sunkus, o VII — nejma- 
nomas suprasti. Tokiu atveju patariame VII skyrių skai- 
tyti tada, kai jis geriau susipažins su matematika. Kita 
vertus, skaitytojas, kuriam I—V skyriai nesukels sunku- 
mų, gali, jei nori, pirma išnagrinėti VII skyrių, o tik pas- 
kui VI. Tai įmanoma, nes VII skyrius nepriklauso nuo li- 
kusios knygos dalies turinio, išskyrus vieną gerai žinomą 
nelygybių savybę, paminėtą VI skyriaus 1 paragrafe. 

Norint suprasti priedą C, reikia iš VIL skyriaus žinoti 
teoremą apie daugianario dalumą iš tiesinio dvinario (2 teo- 
rema, p. 146); šiaip minėtą priedą galima skaityti nepri- 
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klausomai nuo VII skyriaus. Jeigu skaitytojas nėra susi- 
pažinęs su aibių teorija, tai mintys, dėstomos priede C, 
jam bus visiškai naujos. 

Priedu A, kuriame įrodoma, kad yra be galo daug pir- 
minių skaičių, nesiremia nė vienas šioje knygoje išdės- 
tytas samprotavimas. Jis parašytas todėl, kad glaudžiai 
siejasi su pagrindine tema, ir dėl to, kad už šią nuostabią 
teoremą turime būti dėkingi Euklidui. Priedas B, kuriame 
įrodyta vadinamoji „pagrindinė aritmetikos teorema“, prie- 
šingai, yra iš esmės susijęs su mūsų išvedžiojimais, ypač 
IV ir V skyriuose. Minėtos teoremos įrodymas nukeltas 
į priedą, nes jis gana ilgas ir sunkus, palyginus su kitais 
įrodymais, išdėstytais pirmuosiuose penkiuose skyriuose. 
Silpniau matematiškai pasiruošęs skaitytojas gali pagrin- 
dinę aritmetikos teoremą laikyti teisinga be įrodymo. 

Kai kurių paragraių pabaigoje pateikti pratimų rinki- 
nėliai; didesnę jų dalį skaitytojui reikėtų mėginti išspręsti, 
kad galėtų pasitikrinti, ar teisingai suprato tai, ką perskai- 
tė. (Matematikos negalima įsisavinti, vien stebint, kaip 
tai daro kaimynas!) Sunkesnieji uždaviniai pažymėti 
žvaigždutėmis. Skaitytojui nėra ko nusiminti, jeigu jis kai 
kurių uždavinių nesugebės išspręsti. Sėkmė dažnai pri- 
klauso nuo jo matematinio išsilavinimo, t. y. nuo jo pažin- 
ties su gana įvairiais matematiniais metodais, įgytos anks- 
tesniuose matematikos užsiėmimuose. Uždavinių atsaky- 
mus rasite knygos gale; ten pat nurodyta, kaip spręsti 
sunkesnius uždavinius. 

Realiųjų (racionalių ir iracionalių) skaičių sistemai 
nagrinėti galima pasirinkti vieną iš keleto griežtumo 
laipsnių. 

Matematinį samprotavimą vadiname tiksliu, jeigu jo 
išvada gaunama iš pradinio teiginio, naudojantis keletu 
sakinių, kurie logiškai išplaukia tiesiog vienas iš kito, ne- 
siremiant intuicija pagrįstu įsitikinimu, kad kuris nors iš 
tų sakinių yra teisingas. Kuo mažiau pasikliaujame intui- 
cija, tuo griežtumo laipsnis aukštesnis. Kadangi mūsų tiks- 
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las — pirmoji pažintis su nagrinėjamu klausimu, tai pa- 
sirenkame kelią, kuriame gana daug vietos lieka intuicijai. 
Vadinasi, mes neįvedame kokių nors aksiomų ar postulatų, 
kurie 'sudarytų dėstomos teorijos pagrindą. 

Būsimasis matematikas, į kurio rankas, gal būt, pateks 
ši knyga, ateityje panorės išstudijuoti kruopštų aksiomati- 
nį realiųjų skaičių sistemos sudarymą. Kodėl? Priežastis 
štai kokia: mūsų teorija yra iki tiek aprašomojo pobūdžio, 
kad kai kurie pagrindiniai klausimai lieka be atsakymo. 
Pavyzdžiui, III skyriuje kalbama, kad realiuosius skaičius 
galima įvesti trimis skirtingais būdais. Tačiau kodėl turi- 
me tikėti, kad šiais skirtingais būdais įvedama ta pati sis- 
tema? O štai konkretesnio klausimo pavyzdys, į kurį irgi 
neatsakoma šioje knygoje: iš ko sprendžiame, kad V 2 


“V 3= |/ 6 arba kad y 5-1/ 7= y/ 35? Norint atsakyti 
į tokius klausimus, būtina tiksliai apibrėžti operacijas su 
iracionaliais skaičiais; tokių apibrėžimų šioje knygoje ne- 
duodame, nes tai ne taip jau paprasta, kaip iš karto gali 
pasirodyti. Geriau bus griežtą išdėstymą atidėti iki to lai- 
ko, kai besimokantysis turės ne tik daugiau matematinių ' 
įgūdžių, bet ir geriau pradės suprasti matematinio įrody- 
mo esmę ir prasmę. Kaip sakydavo amerikiečių matema- 
tikas E. G. Muras: „Griežtumo šiai dienai pakaks“. 
„Matematinio įrodymo esmė ir prasmė!“ Čia neįmano- 
ma tiksliai nusakyti, iš ko susideda įrodymas, o naujokui 
matematikoje tai vienas iš paslaptingiausių ir labiausiai 
gąsdinančių faktorių. Jei neįmanoma smulkiai nusakyti 
arba suformuluoti įrodymo esmės, tai kaip galima ką nors 
išmokyti įrodinėti? Naudojantis supaprastinta analogija, 
galima sakyti, kad įrodinėti mokomasi taip pat, kaip vai- 
kas mokosi pažinti spalvas. Jis stebi, kaip kiti atpažįsta 
žalius, mėlynus daiktus ir t. t., o po to pats pamėgdžioja 
tai, ką matęs. Iš pradžių gali jam tai nesisekti dėl to, kad 
nepakankamai orientuojasi kategorijose ir pavyzdžiuose, 
bet vis tiek galų gale besimokantis įsisavina šį meną. Tas 
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pat ir su matematinio įrodymo mįsle. Kai kurie mūsų sam- 
protavimai yra tiesiog įrodymo technikos pavyzdžiai, ku- 
rių tikslas — supažindinti skaitytoją su įrodymo sąvokomis 
ir metodais. Taigi, nors ir neįstengiame nurodyti kokį nors 
būdą apibrėžti, koks įrodymas yra teisingas ir koks netei- 
singas, bet vis dėlto pateikiame keletą samprotavimų šiuo 
klausimu ir tikimės, kad skaitytojas, dar neperskaitęs kny- 
gos iki galo, ne tik galės spręsti, kurie įrodymai teisingi, 
bet ir pats pajus malonumą, kai kuriuos iš jų atlikdamas 
savarankiškai. 


SKYRIUS 
NATŪRINIAI IR SVEIKIEJI SKAIčIAI 


Pradinę skaičių sistemą matematikoje sudaro visiems 
žinomi skaičiai, kuriais naudojamasi, skaičiuojant daiktus: 


l, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11,... 


Tai teigiami sveiki skaičiai, kurie dar vadinami natūriniais 
skaičiais. Mažiausias natūrinis skaičius yra 1, o didžiau- 
sio natūrinio skaičiaus nėra, nes, kad ir labai didelį skaičių 
pasirenkame, vis tiek egzistuoja už jį didesni natūriniai 
skaičiai. Todėl sakome, kad natūrinių skaičių yra be ga- 
lo daug. i 

Sudėję du bet kokius natūrinius skaičius, gauname taip 
pat natūrinį skaičių, pavyzdžiui, 44+4=8 arba 44+7=11. 
Panašiai, sudauginę du bet kuriuos natūrinius skaičius, 
irgi gauname natūrinį skaičių; sakykime, 4-7=28. Šitas 
dvi savybes galime išreikšti trumpai, sakydami, kad natū- 
rinių skaičių aibė yra ¿uždara sudėties atžvilgiu ir uždara 
daugybos atžvilgiu/ Apskritai, jei turime objektų aibę (sa- 
kykime, visų natūrinių skaičių aibę) ir operaciją (saky- 
kime, sudėtį), kurią atlikę su bet kuriais šios aibės ele- 
mentais (sakykime, su 4 ir 7), vėl gauname tos pačios 
aibės elementą, tai sakome, kad minimoji aibė yra užda- 
ra duotosios operacijos atžvilgiu. Dabar imkime aibę, 
sudarytą tik iš skaičių 1, 2, 3. Ši aibė nėra uždara sudėties 
atžvilgiu, nes 14+3=4, o 4 nėra minėtosios aibės demen- 
tas. Kalbėdami apie natūrinių skaičių aibę, visada turėsi- 
me mintyje visų natūrinių skaičių aibę. Jeigu norėsime 
nagrinėti tik kai kuriuos natūrinius skaičius, tai tiksliai 
nurodysime, iš kokių skaičių sudaryta tiriamoji aibė. Taigi 
matėme, kad natūrinių skaičių aibė uždara sudėties at- 
žvilgiu, tuo tarpu aibė sudaryta tik iš trijų natūrinių skai- 
čių 1, 2, 3, sudėties atžvilgiu nėra uždara. 
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Natūrinių skaičių visuma nėra uždara atimties 
atžvilgiu. Norint tuo įsitikinti, pakanka parodyti, kad, iš 
vieno natūrinio skaičiaus atėmus kitą, ne visada gauna- 
mas natūrinis skaičius. Pavyzdžiui, iš 4 atėmę 7, gauna- 
me —3, t. y. nenatūrinį skaičių. Aišku, jei iš 7 atimtume 4, 
tai gautume natūrinį skaičių 3. Vis dėlto pagal aukščiau 
pateiktą apibrėžimą turime sakyti, kad skaičių aibė nėra 
uždara atimties atžvilgiu, jeigu nors vienas atim- 
ties rezultatas nepriklauso tai aibei. Analogiškai natūrinių 
skaičių aibė nėra uždara ir dalybos atžvilgiu, nes, 
pavyzdžiui, dalydami 4 iš 7, gauname trupmeną $, kuri 
nėra natūrinis skaičius. 

Dalydami vieną natūrinį skaičių iš kito, labai dažnai 
gauname natūrinį skaičių; sakykime, 35 padaliję iš 5, gau- 
name 7. Tokiu atveju sakome, kad 5 yra skaičiaus 35 tiks- 
lus daliklis, arba trumpiau, kad 5 yra skaičiaus 35 daliklis 
(arba daugiklis). Apversdami šį teiginį, sakome, kad 35 
yra skaičiaus 5 kartotinis. Apskritai tarkime, kad b ir d 
reiškia du kokius nors natūrinius skaičius. Jei egzistuoja 
toks trečias natūrinis skaičius g, kad b=dą, tai d vadina- 
mas skaičiaus b dalikliu, o b — skaičiaus d kartotiniu. 
Aukščiau minėtame pavyzdyje 6=35, d=5, o g, aišku, ly- 
gus 7. 


$ 1. PIRMINIAI SKAIčIAI 


Kiek daliklių turi skaičius 35? Iš viso keturis; tuo leng- 
va įsitikinti, parašius juos visus: 1, 5, 7, 35. Į pateiktąjį 
klausimą buvo lengva atsakyti, nes 35 — palyginus mažas 
natūrinis skaičius. O kiek daliklių turi skaičius 187? Į šį 
klausimą jau ne taip lengva atsakyti, bet, mėgindami skai- 
čius 1, 2, 3 ir t. t., įsitikiname, kad ir šiuo atveju daliklių 
skaičius lygus keturiems. Skaičiaus 187 dalikliai yra šie 
skaičiai: 1, 11, 17 ir 187. Ieškant daliklių 11 ir 17, skaity- 
tojui, gal būt, reikėtų šiek tiek pavargti, tuo tarpu dalik- 
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liai 1 ir 187 savaime aiškūs. Visiškai taip pat aišku, kad 
skaičiai 1 ir 179 yra skaičiaus 179 dalikliai; tačiau pasiro- 
do, kad daugiau daliklių skaičius 179 ne- 
turi. Natūriniai skaičiai, kurie turi (kaip 179) tiktai du 
daliklius, vadinami pirminiais. Kitaip sakant, pirminis 
skaičius yra toks natūrinis skaičius, ku- 
rio vieninteliais dalikliais yra jis pats 
ir 1. Štai pirmieji pirminiai skaičiai, surašyti didėjančia 
eile: i 
2, 3, 5, 7, 11, 18, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 41; 43, 47,... 

Pabrėšime, kad 1 nepriklauso šiai sekai: Tas faktas, kad 
1 nėra pirminis skaičius, aišku, ne teorema, bet mate- 
matinis 'susitarimas arba prielaida; kitaip sakant, tai api- 
brėžimas. Matematikai susitarė skaičių 1 nelaikyti pirmi- 
niu. Galima susitarti ir kitaip — skaičių 1 priskirti pirmi- 
nių skaičių aibei. Bet toliau matysime, kad, nepriskirdami 
1 prie pirminių skaičių, kai kuriuos teiginius apie pirmi- 
nius skaičius galime formuluoti paprasčiau, sąlygoje ne- 
nurodydami jokių apribojimų. 


Pratimai 


(Zvaigždutėmis pažymėti sunkesnieji pratimai.) 

] Nustatykite, kurie žemiau pateiktieji teiginiai teisingi ir kurie klai- 
dingi: i i 
a) aibė 1, 0, —1 uždara sudėties atžvilgiu; 

b) aibė 1, 0, —1 uždara daugybos atžvilgiu; 

c) aibė I, 0, —1 uždara dalybos atžvilgiu; 

d) teigiamyųjų skaičiaus 2 laipsnių aibė, t. y. skaičių 2!=2, 2, 23, 
24, 25, 25, 27, .. „aibė, uždara daugybos atžvilgiu; . j 

*e) teigiamųjų skaičiaus 2 laipsnių aibė uždara sudėties atžvilgiu. 

2. Kiek daliklių turi skaičius 30? 

3. Kiek daliklių turi skaičius 162 

4. Koks mažiausias natūrinis skaičius turi tiksliai tris daliklius? | 

5. Raskite visus pirminius skaičius, ‘esančius tarp 50-ir 100. 

"© Įrodykite: jeigu skaičius 3 yra dviejų kurių nors skaičių daliklis, tai 
jis yra ir tų skaičių sumos bei skirtumo daliklis. Apibendrindami šį 
rezultatą, įrodykite: jeigu d yra dviejų skaičių bı ir bə daliklis, tai 
d yra ir skaičių 6,45; bei b, —b> daliklis. 
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§ 2. SKAIDINIO PIRMINIAIS DAUGIKLIAIS 
VIENUMAS 


Nagrinėjant vis didesnius ir didesnius natūrinius skai- 
čius, pirminiai skaičiai sutinkami vis rečiau. Iliustruodami 
šį teiginį, pastebėsinte, kad yra 

168 pirminiai skaičiai tarp 1 ir 1000, 
135 pirminiai skaičiai tarp 1000 ir 2000, 
127 pirminiai skaičiai tarp 2000 ir 3000, 
120 pirminių skaičių tarp 3000 ir 4000, 
119 pirminių skaičių tarp 4000 ir 5000. 


Nepaisant to, pirminių skaičių seka yra be- 
galinė, t. y. pirminių skaičių yra be galo daug. Šis fak- 
tas įrodytas šios knygos pabaigoje, priede A. Pateiktasis 
ten įrodymas nereikalauja kokių nors specialių žinių, ir 
skaitytojas gali, jei nori, jį perskaityti jau dabar. Mes jį 
nukėlėme į priedą, nes šiuo rezultatu niekur neteks remtis, 
įrodinėjant kitus teiginius. Tačiau būtų skriauda, jei šio 
įrodymo visiškai neaprašytume knygoje, nes minimasis re- 
zultatas pats savaime labai įdomus. 
Kiekvienas natūrinis skaičius, išskyrus 1, arba pirmi- 
nis, arba gali būti išreikštas pirminių daugiklių sandauga. 
Imkime, pavyzdžiui, natūrinį skaičių 94 860. Jis, savaime 
aišku, nepirminis, nes f 
94 860 = 10 - 9486. 
Be to, 9486 dalijasi iš 2, taip pat iš 3 ir, dar daugiau, iš 9. 
Vadinasi, galima rašyti 
94 860=10-2-9-527=2-2-3-3 5. 527. 
Jeigu skaičius 527 būtų pirminis, tai gautasis reiškinys bū- 
tų skaičiaus 94 860 skaidinys pirminiais daugikliais. Tačiau 
527 nėra pirminis skaičius, nes 527=17 -31. Vadinasi, skai- 
čiaus 94 860 skaidinys pirminiais daugikliais yra šitoks: 
94 860=2.2.3.3.5.-17-31. 
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Išnagrinėjome konkretų skaičių 94 860; bet tą patį ga- 
lima pritaikyti bet kuriam natūriniam skaičiui n. Iš 
tikrųjų, arba n — pirminis skaičius, arba nepirminis. Jei- 
gu jis nepirminis, tai jį galima išreikšti dviejų mažesnių 
skaičių, sakykime, a ir b sandauga: n=ab. Kiekvienas iš 
skaičių a ir b savo ruožtu arba pirminis, arba gali būti 
išreikštas dar mažesnių skaičių sandauga. Tesdami šį pro- 
cesą, galų gale gausime skaičiaus n skaidinį pirminiais 
daugikliais. 

Praeitos pastraipos pirmajame sakinyje pirminiai skai- 
čiai atskiriami nuo visų kitų natūrinių skaičių aibės. Ma- 
tematikoje dažnai pageidaujama apibrėžimus išreikšti taip 
apibendrintai, kad nereikėtų išskirti atskirų atvejų. Pa- 
vyzdžiui, natūrinio skaičiaus „skaidiniu pirminiais daugik- 
liais“ laikomas jo išreiškimas kelių pirminių skaičių 
sandauga; sakykime, 12 išreiškiamas sandauga 2-2.3. 
Apibendrinkime dabar „skaidinio pirminiais daugikliais“ 
sąvoką taip, kad joje rastume ir vienintelio daugiklio at- 
vejį. Tokiu atveju pirminis skaičius, sakykime 23, turės 
skaidinį pirminiais daugikliais, susidedantį tik iš vieno 
daugiklio 23. Pasinaudodami šiuo apibendrintu „skaidinio 
pirminiais daugikliais“ supratimu, ankstesnį teiginį gali- 
me pakeisti šitokiu: „Kiekvieną natūrinį skaičių, išsky- 
rus 1, galima išreikšti pirminių daugiklių sandauga“. To- 
kiu būdu sutrumpinome teiginį ir išvengėme būtinumo 
skirti pirminius natūrinius skaičius nuo nepirminių. Mažų 
mažiausiai šis skirstymas tampa nereikalingas, ftormuluo- 
jant teiginį apie natūrinių skaičių Sai DMA pirminiais 
daugikliais. 

Vienas pagrindinių matematikos rezultatų yra tas fak- 
tas, kad natūrinio skaičiaus skaidinys pirminiais daugik- 
liais yra vienintelis. Pavyzdžiui, skaičių 94 860 galima iš- 
reikšti tik tokiu skaidiniu, kurį sudarėme aukščiau. Dau- 
gikliai, aišku, gali būti surašyti kitokia eile; sakykime, 
galima parašyti ir šitaip: 

` 94 860=3. 17 -2.5.31 4872. 
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Tačiau, išskyrus šitokį daugiklių sukeitimą vietomis, 
neįmanoma skaičiaus 94 860 suskaidyti kitaip. Sis rezulta- 
tas žinomas kaip teorema apie suskaidymo 
daugikliais vienumą, arba pagrindinė 
aritmetikos teorema. 

Pagrindinė aritmetikos teorema. Kiekvieną natūrini 
skaičių, išskyrus 1, galima išreikšti pirminių daugiklių san- 
dauga ir, be lo, tik vieninteliu būdu, jeigu nekreipiama 
dėmesio į daugiklių surašymo eilę. 

Šitos teoremos įrodymas pateiktas priede B. Tolesniuo- 
se samprotavimuose mums teks ja remtis. Įrodymą nukė- 
lėme į priedą todėl, kad jis gana sudėtingas. Šiame įrody- 
me nesiremiama toliau knygoje dėstomomis mintimis, 
todėl skaitytojas gali, jeigu nori, perskaityti priedą B jau 
dabar. Tačiau galima priedą B skaityti vėliau, t. y. iš pra- 
džių susipažinti su 2 ai dalykais, o tik paskui 
imtis sudėtingesnių. 

Aukščiau pateikta pagrindinės aritmetikos teoremos 
formuluotė paaiškina vieną iš priežasčių, kodėl skaičius I 
nelaikomas pirminiu skaičiumi. Jeigu skaičių 1 laikytume 
pirminiu, tai būtų galima rašyti, pavyzdžiui, šitaip: 


35=5+7=1-57, 


t. y. skaičius 35 (taip pat ir bet kuris kitas natūrinis skai- 
čius) būtų išreiškiamas bent dviem skirtingomis pirminių 
daugiklių sandaugomis. Žinoma, pagrindinė aritmetikos 
teorema liktų teisinga, bet jos formuluotėje turėtų būti 
daugiau tokių sąlygų, kaip „išskyrus...“ arba „jeigu 
ne...“ Tokiu būdu, skaičiaus 1 nelaikydami pirminiu, ga- 
lime rezultatus nusakyti trumpiau ir aiškiau. 


$ 3. SVEIKIEJI SKAIčČIAI 


Natūrinių skaičių aibė 1,-2, 3,... yra uždara sudėties 
ir daugybos atžvilgiu, bet neuždara atimties atžvilgiu. UŽ- . 
darumą atimties atžvilgiu galima .pasiekti, praplečiant na- 
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tūrinių skaičių aibę, t. y. prijungiant prie jos neigiamus 
skaičius ir nulį: 
0, —I, —2, —3, —4,... 
Šitie skaičiai ir natūriniai skaičiai sudaro sveikųjų skai- 
čių aibę 
..-, —5, —4, —3, —2, —1, 0, 1, 2, 3, 4, 5,... 


Skaitytojas tikriausiai yra susipažinęs su pagrindinė- 
mis sveikųjų skaičių savybėmis: bet kuriems skaičiams a, 
b ir c g 

a+b=b+a, ab=ba,  a-0=0.-a=0, 
(a+b)+c=a+ (b+c), (ab)c=a(bc), (—a)(—b}=ab, 
a+0=0+a=4, a-1=1-a=a, 
a(b+c) =ab+ac. 


Šios savybės būdingos visoms skaitinėms sistemoms, 
nagrinėjamoms šioje knygoje. Neaptarinėsime, iš kur iš- 
plaukia minėtosios savybės, nes tam reikalui turėtume nu- 
krypti į šalį nuo nagrinėjamos čia temos, gilintis į teori- 
nius aritmetikos pagrindus. Mūsų tikslas — išnagrinėti 
įvairias skaičių, ypač iracionalių, savybes, o pagrindiniais 
teiginiais prašome tikėti be įrodymo. 

Sveikųjų skaičių aibė jau yra uždara sudėties, atimties 
ir daugybos atžvilgiais. Ji nėra uždara dalybos atžvilgiu, 
nes, sakykime, 2 dalydami iš 3, negauname sveiko skai- 
čiaus. Taigi dalyba išveda už sveikųjų skaičių klasės ribų. 

Prieš imdamiesi nagrinėti sveikųjų skaičių dalybą, ap- 
tarsime kitas operacijas ir po jų gaunamus rezultatus. 
Nagrinėdami sveikųjų skaičių sudėtį, pastebime ne tik tai, 
kad dviejų skaičių suma yra sveikasis skaičius, bet ir tai, 
kad egzistuoja vienintelis sveikasis: skaičius, vadi- ` 
namas duotųjų skaičių suma. Pavyzdžiui, skaičių 3 ir — 1 
suma yra 2, o ne 5 ar koks nors kitas skaičius. Tą faktą 
galima išreikšti šitaip: turint du bet kuriuos sveikuosius 
skaičius, egzistuoja vienintelis trečias sveikasis skai- 
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čius, vadinamas jų suma. Panašiai ir daugyboje: turint 
du bet kuriuos sveikuosius skaičius, egzistuoja vienintelis 
trečias sveikasis skaičius, vadinamas jų sandauga. 

Kalbėdami apie natūrinių skaičių dalybą, paste- 
bėjome, kad, turint du natūrinius skaičius, sakykime, b ir 
d, ne visada egzistuoja trečiasis natūrinis skaičius g 
(jų dalmuo), kuris tenkina lygybę b=dq. Tačiau aišku, 
kad tuo atveju, kai toks trečiasis skaičius egzistuoja, jis 
yra vienintelis. Todėl aukščiau nepabrėžėme, kad natūri- 
nis skaičius g, tenkinąs sąlygą b=dq, yra vienintelis. Api- 
brėždami dalybą sveikųjų skaičių aibėje, vis dėlto 
būsime priversti specialiai pareikalauti, kad dalmuo būtų 
vienintelis. Panagrinėsime, kokia šio skirtingumo prie- 
žastis. 

Pirmiausia turime sutikti, kad pageidautina turėti tik 
po vieną atsakymą į kiekvieną šių klausimų: kiek bus 
3—7? kiek bus (—2) - (—3)? kiek bus 8:4? Kitaip sakant, 
siekiame, kad kiekvienos minėtos operacijos atsakymas bū- 
tų vienareikšmis. Ištirkime dabar, ar vienareikšmė dalybos 
operacija sveikųjų skaičių aibėje. Tarkime, kad b ir d, kaip 
ir anksčiau, — du duoti sveikieji skaičiai; jų dalmeniu 4 
laikysime tokį sveiką skaičių, kai b=dg. Jei, pavyzdžiui, 
b=—12, o d=3, tai aišku, kad q= —4, nes —12=3- (—4). 
Šiuo atveju atitinkamas skaičius g egzistuoja ir, be to, 
toks skaičius yra tik vienas. Toliau sakykime, kad b — bet 
kuris sveikas skaičius, o d — lygus nuliui. Reikia rasti to- 
kį q, kad b=0-4. Kai b40*, ši lygtis neišsprendžiama, 
t. y. toks g, kuris tenkintų šią lygtį, neegzistuoja. Jeigu 
b=0, tai minėtoji lygtis bus šitokia: 0=0-4; ją tenkina 
bet kuris sveikasis skaičius g. Kitaip sakant, jei lyg- 
ties b=0-4 sprendinys q ir egzistuoja, tai jis nėra vienin- 
telis. Kadangi labai svarbu, kad aritmetinių operacijų at- 
sakymai būtų vieninteliai, tai pageidautina sukonstruoti 
skaičių sistemą taip, kad, vieną sveikąjį skaičių dalijant 


* Simbolis > reiškia „nelygu“. 
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iš kito, dalmuo ne tik egzistuotų, bet ir būtų vienintelis. 
Tai galima padaryti, tiesiog uždraudžiant dalyti iš nulio. 
Tada galėsime sakyti, kad sveikasis skaičius d vadinamas 
„skaičiaus b dalikliu, jei egzistuoja vienintelis sveikas skai- 
čius g, kuris tenkina sąlygą b=dq. (Tokiu atveju, kaip 
matyti iš ką tik atliktos analizės, d0.) Galima sakyti 
ir kitaip: nelygus nuliui sveikasis skaičius d vadinamas 
skaičiaus b dalikliu, jeigu egzistuoja sveikas skaičius g, 
kuris tenkina sąlygą b=dg. (Kadangi skaičius 0 nepriskir- 
tas prie galimų daliklių aibės, tai dalmuo automatiškai bus 
vienintelis.) 


Anksčiau (p. 14) kėlėme klausimą, kiek daliklių turi 
skaičius 35. Tada turėjome omenyje tik natūrinius skai- 
čius, todėl radome keturis daliklius: 1, 5, 7 ir 35. Jei 
dabar tarsime, kad ieškomi sveiki (bet nebūtinai na- 
tūriniai) dalikliai, tai daliklių skaičius padidės iki aštuo- 
nių (būtent dalikliai bus +1, +5, +7, =35). 


Pratimai 


„ Ar —5 yra skaičiaus 35 daliklis? 

Ar 5 yra skaičiaus —35 daliklis? 

"Ar —5 yra skaičiaus —35 daliklis? 

Ar 3 yra skaičiaus —35 daliklis? 

Ar 1 yra skaičiaus —35 daliklis? 

„ Ar I yra skaičiaus 0 daliklis? 

. Ar 0 yra skaičiaus 1 daliklis? 

„ Ar 1 yra skaičiaus 1 daliklis? 

„ Ar 0 yra skaičiaus O daliklis? 

10. Ar 1 yra bet kurio sveikojo skaičiaus daliklis? 

11. Ar 0 yra skaičiaus 35 daliklis? 

12. Patikrinkite, kad tarp 1 ir 100 yra dvidešimt penki pirminiai skai- 
čiai, o tarp 100 ir 200 — dvidėšimt vienas pirminis skaičius. 


SSASAK4LNH- 


§ 4. LYGINIAI IR NELYGINIAI SVEIKIEJI 
SKAIčIAI 


Sveikasis skaičius vadinamas lyginiu, kai jis dalijasi 
iš 2; priešingu atveju jis vadinamas nelyginiu. Vadinasi, 


, —8, —6, —4, —2, 0, 2, 4, 6, 8,... 
yra lyginiai, o 
AE Pi 


— nelyginiai skaičiai. Kadangi lyginiai skaičiai dalijasi 
iš 2, tai kiekvieną lyginį skaičių galima išreikšti sandau- 
ga 2n, kurioje simbolis n reiškia bet kurį sveikąjį skaičių. 
Jei kuris nors simbolis (kaip nagrinėjamuoju atveju rai- 
dė n) gali atstoti bet kurį skaičių iš kurios nors konkre- 
čios aibės (minimu atveju iš sveikųjų skaičių aibės), tai 
sakome, kad to simbolio reikšmių sritis yra nurodytoji skai- 
čių aibė. Todėl nagrinėjamuoju atveju sakome, kad kiek- 
vieną lyginį skaičių galima išreikšti sandauga 2n, kurioje 
simbolio n reikšmių aibė sutampa su sveikųjų skaičių aibe. 
-Pavyzdžiui, lyginiai 18, 34, 12 ir —62 išreiškiami sandau- 
ga 2n, kurioje n atitinkamai lygus 9, 17, 6 ir —31. Nėra 
jokios priežasties čia vartoti tik raidę n. Užuot sakę, kad 
lyginiai skaičiai yra sveikieji skaičiai, išreiškiami sandau- 
ga 2n, galime taip pat sakyti, kad lyginiai skaičiai išreiš- 
kiami sandauga 2m arba 2j, arba 2A. 

Sudėję du lyginius skaičius, gauname vėl lyginį skai- 
čių. Šį faktą galima pailiustruoti tokiais pavyzdžiais: 


.124+14=26, 30+22=52, 46+ (—14) =32, 
(—10) + (—46) = —56. i 


Tačiau, įrodant bendrą teiginį, kad lyginių skaičių 
aibė yra uždara sudėties atžvilgiu, nepakanka pateikti pa- 
vyzdžių. Norėdami tai įrodyti, vieną lyginį skaičių išreik- 


22 


mr S R 
PRD. SRT 


šime sandauga 2n, o kitą — sandauga 2m. Sudėdami tuos 
skaičius, galime rašyti 
2m4+2n=2(m+n). 


Suma 2m4-2n išreikšta sandauga 2(m4-n). Iš to matyti,. 
kad ji dalijasi iš 2. Čia nepakaktų parašyti 


2n+2n=4n, 


nes paskutinis reiškinys yra lyginio skaičiaus ir to pa- 
ties skaičiaus suma. Kitaip sakant, šitaip įrodytume, kad 
dvigubas lyginis skaičius irgi yra lyginis skaičius (iš tik- 
rųjų jis dalijasi net iš 4), tuo tarpu reikia įrodyti, kad 
dviejų bet kurių lyginių skaičių suma yra lyginis skai- 
čius. Todėl vieną lyginį skaičių žymėjome 2n, o antrąjį — 
2m, tuo pabrėždami, kad tie skaičiai gali būti ir skirtingi. 

Kaip galima žymėti bet kurį nelyginį skaičių? Paste- 
bėsime, kad iš nelyginio skaičiaus atėmę 1, gauname lyginį 
skaičių. Todėl galime teigti, kad bet kuris nelyginis skai- 
čius išreiškiamas suma 2141. Toks išreiškimas nėra vie- 
nintelis. Panašiai galėtume pastebėti, kad, prie nelyginio 
skaičiaus pridėjus 1, gaunamas lyginis skaičius, o iš to 
galėtume išvesti, kad nelyginis skaičius išreiškiamas skir- 
tumu 2n—1. Analogiškai galima tvirtinti, kad kiekvienas 
nelyginis skaičius išreiškiamas suma 2143, arba skirtu- 
mu 21—3, arba 2k—5 ir t. t. 

„Ar galima teigti, kad kiekvienas nelyginis skaičius iš- 
reiškiamas suma 2n24-12 MS) n į šią formulę statome 
sveikus skaičius 


„—5, —4, —3, —2, —1, 0, 1, 2, 3, 4, 5,... 


ir gauname tokią skaičių aibę: 


„51, 33, 19, 9, 3, 1, 3, 9, 19, 33, 51,... 


Visi gautieji skaičiai yra nelyginiai, bet jie neišsemia vi- 
sų nelyginių skaičių aibės. Pavyzdžiui, skaičiaus 5 neįma- 
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noma išreikšti minėta suma. Vadinasi, netiesa, kad kiek- 
vieną nelyginį skaičių galima išreikšti suma 2n24+1, nors 
bet kuris skaičius 2n*4+1 — nelyginis. Taip pat negalima 
sakyti, kad kiekvienas lyginis skaičius išreiškiamas san- 
"dauga 2k2, kurioje simbolio k reikšmių sritis yra visų svei- 
kųjų skaičių aibė. Pavyzdžiui, nėra tokio sveikojo skai- 
čiaus k, kad 6 būtų lygus 242. Tačiau bet kuris sveikasis 
skaičius, išreiškiamas sandauga 242, yra lyginis. 

Priklausomybė tarp tų dviejų teiginių tokia pat, kaip 
ir tarp teiginių „visos katės — gyvuliai“ ir „visi gyvuliai — 
katės“. Savaime aišku, kad pirmasis teiginys teisingas, o 
antrasis — neteisingas. Šią priklausomybę aptarsime to- 
liau, nagrinėdami teiginius, kuriuose yra frazės „tada“, 
„tik tada“ ir „tada ir tik tada“ (žr. II sk. § 3). 


Pratimai 


"Kurie iš žemiau parašytų teiginių teisingi ir kurie klaidingi? (Ta- 
riama, kad simbolių m, m, į,...reikšmių sritis pa visų sveikųjų skai- 
čių aibė.) 

1. Kiekvieną nelyginį skaičių galima išreikšti šitaip: 
a) 2j-1, 
b) 2n+7, 
c) 4n+1, 
d) 2n?+3, 
e) 2n24+-2n+1, 
i) 2m-9. l 
2. Kiekvienas sveikasis skaičius, išreiškiamas skirtumu a) (žr. 1 pra- 
“ timą), yra nelyginis; tą patį galima pasakyti ir apie skaičius, iš- 
reiškiamus reiškiniais b), c), d), e) ir I). 
3. Kiekvieną lyginį skaičių galima išreikšti šitaip: 
a) 2n+4, 
b) 4n+2, 
c) 2m—2, 
d) 2—2m, 
e) n?+2. ; 
4. Kiekvienas sveikasis skaičius, išreiškiamas suma a) (žr. 3 pratimą), 
yra lyginis; tą patį galima pasakyti ir apie skaičius, išreiškiamus 
reiškiniais b), c), d) ir e). „22 
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HELP TAM 


$ 5. UŽDARUMO SAVYBĖS 


Viename tolesnių skyrių pasinaudosime šitokiais tei- 
giniais: 

1) Lyginių skaičių aibė uždara daugybos atžvilgiu. 

2) Nelyginių skaičių aibė uždara daugybos atžvilgiu. 

Norint įrodyti.1 teiginį, reikia įsitikinti, kad dviejų bet 
kurių lyginių skaičių sandauga yra lyginė. Du bet kuriuos 
lyginius skaičius galima išreikšti sandaugomis 2m ir 2n. 
Tuos skaičius sudauginę, gauname 


(2m) » (2n) =4mn=2(2mn). 


Sandauga dalijasi iš 2, todėl ji yra lyginė. 


Norint įrodyti 2 teiginį, reikia įsitikinti, kad dviejų bet 
kurių nelyginių skaičių sandauga yra nelyginė. Du nelygi- 
nius skaičius išreiškę sumomis 2m+ 1 ir SE ir juos su- 
dauginę, gauname 


(2m4+-1) (22+1) =4mn +2m4+2n>+1= 
=2(2mn+>m+n) +1. 


Vietoj m ir n į reiškinį 2(2mn+m+n) įstatę bet kuriuos 
sveikuosius skaičius, gauname lyginį skaičių. Todėl skai- 
čius 2(2mn4+m+n) +1 yra nelyginis. 

ł ir 2 teiginius būtų galima įrodyti, remiantis teorema 
apie suskaidymo pirminiais daugikliais vienintelumą. Ta- 
čiau šio metodo smulkiai nenagrinėsime. (Gal būt, skaity- 
tojas pageidaus savarankiškai įrodyti šituo metodu. Tokiu 
atveju reikia turėti omenyje, kad skaičius yra lyginis tada 
ir tik tada, kai jo skaidinyje pirminiais daugikliais yra dau- 
giklis 2.) į 

Išnagrinėjome lyginius ir nelyginius skaičius, t. y. svei- 
kuosius skaičius, išreiškiamus atitinkamai sandauga 2m 
ir suma 2m+1. Sveikųjų skaičių lyginumas ir nelyginu- 
mas yra susijęs su jų dalumu iš 2. Panašiai galima nagri- 
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nėti sveikųjų skaičių, kurie dalijasi iš 3, klasę, būtent: 
„—12, —9, —6, —3, 0, 3, 6, 9, 12,... 
Šitie skaičiai yra trijų kartotiniai. Juos galima taip pat 


apibūdinti kaip skaičius, išreiškiamus sandauga 3n. Svei- 
kieji skaičiai, išreiškiami suma 3n+1, yra 


„—1l, —8, —5, —2, 1, 4, 7, 10, 13,..., 
o sveikieji skaičiai 3n+2 tokie: 

„—10, —7, —4, —I, 2, 5, 8, 11, 14,... 
Trys minėtosios sveikųjų skaičių aibės apima visus svei- 
kuosius skaičius. Vadinasi, galima sakyti, kad kiekvienas 


sveikasis skaičius priklauso vienam tipui: arba 3n, arba 
3141, arba 3142. 


$ 6. PASTABOS APIE ĮRODYMO ESME 


Jau anksčiau pabrėžėme, kad, norint įrodyti, jog lygi- 
nių skaičių aibė yra uždara sudėties atžvilgiu, t.-y. jog bet 


kurių dviejų lyginių skaičių suma yra lyginė, nepakanka 


išnagrinėti kelis konkrečius pavyzdžius, panašius į 12+ 
+14=26. Kadangi lyginių skaičių yra be galo daug, tai 
neįmanoma patikrinti visas konkrečių lyginių skaičių 
porų sumas. Todėl tokiu atveju mums būtinai reikia nau- 
doti algebrinę simboliką. Pavyzdžiui, naudodamiesi sim- 
boliu 2n, kuriuo išreiškiamas bet kuris lyginis skai- 
čius, galėjome įrodyti, kad visų lyginių as aibė yra 
uždara daugybos atžvilgiu. 

Tačiau, kai reikia įrodyti neiginį, panašų į neiginį 
„nelyginių skaičių aibė nėra uždara sudėties at- 
žvilgiu“, galima apsieiti be kokių nors bendrų algebrinių 
simbolių, panašių į 2m4+1: tokį neiginį galima įrodyti vie- 


ninteliu pavyzdžiu. Įrodant bet kurį teiginį, tvirtinantį, k 
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kad ne visi kurios nors aibės elementai turi tam tikrą sa- 
vybę, pakanka, aišku, rasti nors vieną elementą, ne- 
turintį šitos savybės. Juk norint įtikinti, kad ne visi ber- 
niukai turi rudas akis, pakanka nurodyti berniuką, kurio 
akys mėlynos arba juodos. Norėdami įrodyti, kad ne visa- 
da dviejų nelyginių skaičių suma yra nelyginė, pastebėsi- 
me, kad 5+3=8; šio vienintelio pavyzdžio, kuriame du ne- 
lyginiai skaičiai turi lyginę sumą, visiškai pakanka minė- 
tajam bendram teiginiui įrodyti. Tačiau, jei norime įrodyti, 
kad, sudėjus du bet kuriuos nelyginius skaičius, visada gau- 
nama lyginė suma, tai vienu pavyzdžiu 345=8 pasiten- 
kinti negalima. Net ir daugelis pavyzdžių 74+11=18, 
5+53=58 ir t. t. negali būti korektišku matematiniu mi- 
nėto teiginio įrodymu, nors dėl to šis teiginys ir pasidaro 
visiškai įtikimas. 

Stai dar vienas neiginio pavyzdys: „Ne kiekvienas pir- 
minis skaičius yra nelyginis“. Jį įrodant, pakanka paste- 
bėti, kad pirminis skaičius 2 yra lyginis. 


Pratimai 


(Pirmuosiuose trijuose pratimuose duoti neiginiai; juos sprendžiant, 
pakanka nurodyti vieną skaitinį pavyzdį.) 
1. Įrodykite, kad nelyginių skaičių aibė nėra uždara atimties atžvilgiu. 
2. Įrodykite, kad sveikųjų skaičių, išreiškiamų suma 3141, aibė nėra 
uždara sudėties atžvilgiu. 
3. Įrodykite, kad sveikųjų skaičių, išreiškiamų suma 3142, aibė nėra 
uždara daugybos atžvilgiu. 
4. Įrodykite, kad dviejų bet kurių nelyginių skaičių suma yra lyginis 
skaičius. 
5. Įrodykite, kad nurodytosios aibės yra uždaros nurodytųjų operacijų 
atžvilgiu: | 
a) sveikieji skaičiai 3241 — daugybos atžvilgiu; 
b) sveikieji skaičiai 3n — sudėties atžvilgiu; 
c) sveikieji skaičiai 3n — daugybos atžvilgiu. 
6. Nustatykite, kurios iš nurodytųjų aibių yra uždaros nurodytųjų ope- 
racijų atžvilgiu (kiekvieną kartą pateikite atitinkamą įrodymą): 
a) sveikieji skaičiai 6143 — sudėties atžvilgiu; 


b) sveikieji skaičiai 6143 — daugybos atžvilgiu; 

c) sveikieji skaičiai 6n — sudėties atžvilgiu; 

d) sveikieji skaičiai 6n+ 1 — atimties atžvilgiu; 

e) sveikieji skaičiai 6n+ 1 — daugybos atžvilgiu; 

f) sveikieji skaičiai 3n — daugybos atžvilgiu; 

g) sveikieji skaičiai, neišreiškiami sandauga 3n,— daugybos atžvil- 
giu. 


I SKYRIUS 
RACIONALŪS SKAIčIAI 


$ 1. RACIONALIŲ SKAIČIŲ APIBRĖŽIMAS 


Jau įsitikinome, kad natūrinių skaičių aibė 
«1, 2, 3, 4, 5,... 


uždara sudėties ir daugybos atžvilgiu, o sveikųjų skaičių 
aibè 
... —5, —4, —3, —2, —1, 0, 1, 2, 3, 4, 5,... 


uždara sudėties, daugybos ir atimties atžvilgiu. Tačiau šios 
aibės nėra uždaros dalybos atžvilgiu, nes, dalydami vieną 
sveiką skaičių iš kito sveiko skaičiaus, galime gauti trup- 


; ORI 4 7 2 , 
menas; taip bus, pavyzdžiui, su Tape. — > t. t. Visos 


tokios trupmenos sudaro racionalių skaičių ai- 
bę. Vadinasi, racionalus skaičius (racionali trupmena) 
yra toks skaičius, kurį galima išreikšti dalmeniu $ ; čia a 
ir d — sveikieji skaičiai ir, be to, d nelygus nuliui. Dėl šio 
apibrėžimo padarysime keletą pastabų. 

1. Reikalaujame, kad d nebūtų lygus nuliui. Šis reika- 
lavimas (matematiškai išreiškiamas nelygybė d=*0) būti- 
nas, nes čia d yra daliklis. 

Išnagrinėkime tokius pavyzdžius: 


e a 
l atvejis. a=2l, d=1, 15 7=T SB, 
2 atvejis. a=25, d=7, =? =34. 


Pirmuoju atveju d yra daliklis praeitame skyriuje apibrėž- 
ta prasme, t. y. 7 yra tikslusis skaičiaus 21 daliklis. Antruo- 
ju atveju d irgi yra daliklis, bet jau kita prasme, nes 7 nė- 
ra tikslusis skaičiaus 25 daliklis. Jei 25 vadinsime 
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dalijamuoju, o 7 — dalikliu, tai gausime dalmenį 3 ir lie- 
kaną 4. Taigi žodis daliklis čia vartojamas platesne prasme 
ir pritaikomas didesniam skaičiui atvejų, negu I skyriuje. 
Tačiau atvejais, panašiais į 1 atvejį, turi likti taikoma da- 
liklio sąvoka, apibrėžta I skyriuje; todėl būtina, kaip ir 
I skyriuje, atsisakyti d= 0. 

2. Pabrėšime, kad, nors terminai racionalus skaičius 
ir racionali trupmena yra sinonimai, bet pačiu žodžiu trup- 
mena vadinamas bet kuris algebrinis reiškinys, sudarytas 
iš skaitiklio ir vardiklio, pavyzdžiui, 

L, = arba Žž. 


3. Racionalaus skaičiaus apibrėžime yra frazė „skai- 
čius, kurį galima išreikšti dalmeniu <: , kai a ir d — svei- 
kieji skaičiai ir d>0“. Kodėl jos negalima pakeisti fraze 
„skaičius = , kur a ir d — sveikieji skaičiai ir d=0“? Tai, 
matyt, dėl to, kad egzistuoja be galo daug būdų tai pačiai 
trupmenai išreikšti (pavyzdžiui Ž galima išreikšti Ši- 


. 4 6 +. 2V3 —10 . 
taip: g Ss arba Aps arba Shay, arba Zg ir pan.), 


o mes norime, kad racionalaus skaičiaus apibrėžimas ne- 
priklausytų nuo atskiro jo išreiškimo būdo. 

Trupmena apibrėžiama taip, kad jos reikšmė nesikeičia, 
dauginant skaitiklį ir vardiklį iš to paties skaičiaus. Ta- 
čiau, vien pažiūrėjus į parašytąją trupmeną, ne visada 
galima pasakyti, ar ji racionali, ar ne. Imkime, pavyzdžiui, 
skaičius 

viž? . vy 
va Wa 
Nei vienas, nei kitas skaičius čia nėra išreikštas dalmeniu 


a E. + PEIES igs e mp 2 è 
z „ kuriame a ir d — sveikieji skaičiai. Tačiau pirmąją 


30 


trupmeną galima aritmetiniais veiksmais perdirbti šitaip: 


Tokiu būdu gauname trupmeną, kurioje a=2, d=1 ir kuri 
lygi duotajai trupmenai. Vadinasi, skaičius LU yra racio- 


nalus. Jei racionalaus skaičiaus apibrėžime būtų reikalau- 
jama, kad jis būtų pavidalo 7 (a ir b — sveikieji 
skaičiai), tai išnagrinėtojo skaičiaus negalėtume vadinti 


racionaliu. Kai dėl trupmenos —“ , tai, ją pertvarkę ši- 
taip: 
I5 V5 V3 4175 
ya ya Va 


gauname skaičiųļ/ 5 . Tolesniuose skyriuose sužinosime, 
kad skaičius ]Į/5 negali būti išreikštas dviejų sveikųjų 
skaičių santykiu; todėl jis nėra racionalus arba, 
kaip sakoma, yra iracionalus. 

4. Pabrėšime, kad kiekvienas sveikasis skaičius yra 
racionalus. Ką tik matėme, kad tai teisinga, imant skai- 
čių 2. Bendruoju atveju, imant bet kurį sveikąjį skaičių, 
galima analogiškai kiekvienam iš jų priskirti vardiklį, 
lygų 1, ir išreikšti juos racionaliomis trupmenomis: 


—5—4-3-2-1 012345 
i 


EAT 


Pratimai 

1. Įrodykite, kad yra be galo daug būdų skaičiui 2 išreikšti racionalia 
trupmena = (a ir d — sveikieji skaičiai). i4 

2. Įrodykite, kad yra be galo daug būdų racionaliam skaičiui 7 išreikš- 


s i ; a 
ti racionalia trupinena 2: 
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3 Įrodykite, kad yra be galo daug būdų skaičiui 0 išreikšti racionalia 
a 
trupmena a 

4. Įrodykite, kad yra be galo daug skirtingų būdų kiekvienam racio- 
naliam skaičiui išreikšti racionalia trupmena. 

5. Apibrėžimas. Tarkime, kad k— bet kuris skaičius. Jei k:l=1, 
tai skaičius l vadinamas atvirkštiniu skaičiui k. Iš šio apibrėžimo 
matyti, kad visiems skaičiams, išskyrus 0, egzistuoja atvirkštiniai 
skaičiai. Kai duotas skaičius k (k=0), tai atvirkštinis jam skai- 
čius / pagal apibrėžimą tenkina lygtį k-/=1. Iš čia 


1 


EF 


k 


(Šis reiškinys turi.prasmę tik tada, kai k*0.) Įrodykite, kad skai- 
čius, atvirkštinis bet kurtam racionaliam skaičiui (nelygiam nuliui), 
yra racionalus. 


$ 2. BAIGTINĖS IR BEGALINĖS DEšIMTAINĖS 
TRUPMENOS 


i sai l k aa As . 
Racionalų skaičių > galima išreikšti ne tik trupmeno- 
„žė 
BNS Tr 6 E 
„skaičiaus išreiškimą -dešimtaine trupmena 0,5. Vieni racio- 
nalūs skaičiai išreiškiami baigtinėmis dešimtainėmis trup- 
menomis, pavyzdžiui, 
2 
2 


ir t. t, bet ir kitaip. Turime omenyje to 


| Aa B 
=0,5, = =04, gg 0,0125, 
o kiti — begalinėmis Sor trupmenomis: 


$ =0,33333. .. , $ =0,16666..., Š = 0,454545. .. 


Šias begalines dešimtaines trupmenas galima gauti iš ati- 
tinkamų racionalių trupmenų, skaitiklį dalijant iš vardik- 


lio. Pavyzdžiui, turėdami trupmeną ` , dalijame 5,000... 
iš 11. ir gauname 0,454545... 
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Kokios racionalios trupmenos A turi baigtines dešim- 
taines išraiškas? Prieš atsakydami į šį klausimą bendruo- 
ju atveju, išnagrinėkime konkretų pavyzdį. Imkime, pavyz- 
džiui, Peit dešimtainę trupmeną 0,8625. Žinome, kad 


8625 


0,8625= 70000 


ir kiekviena baigtinė dešimtainė trupmena gali būti iš- 
reikšta racionalia dešimtaine trupmena, kurios vardiklis 
lygus 10; 100, 1000 arba kokiam nors kitam 10 laipsniui. 
Suprastinę trupmeną, esančią dešinėje, iki Lia 4 
mos trupmenos, gauname 


8625 69 


0,8625 = "10000 7 807 


Vardiklį 80 gavome, 10000 dalydami iš 125 — skaičių 
10 000 ir 8625 bendrojo didžiausio daliklio. Todėl skaičiaus 
80 skaidinyje pirminiais daugikliais, kaip ir skaičiaus 
10000 skaidinyje, yra tik du pirminiai daugikliai: 2 ir 5. 
Jei būtume pasirinkę ne 0,8625, o bet kurią kitą baigtinę 
dešimtainę trupmeną, tai gautoji nesuprastinama* racio- 
nali trupmena 5. turėtų tą pačią savybę. Kitaip sakant, 
vardiklio b skaidinyje pirminiais daugikliais galėtų būti 
tik pirminiai skaičiai 2 ir 5, nes b yra kurio nors 10 laipsnio 
daliklis, o 10=2-5. Ši savybė, pasirodo, yra lemianti, ir, 
teisingas toks bendras teiginys: 


. . 2 a "TTT 
Nesuprastinama racionali trupmena > išreiškiama 


baigtine dešimtaine trupmena tada ir tik tada, kai skai- 

čius b neturi pirminių daliklių, skirtingų nuo 2 ir 5. 
Pabrėšime, kad minimu atveju tarp skaičiaus b daliklių 

nebūtinai turi būti abu skaičiai 2 ir 5: jis gali dalytis 


a 
* Racionali trupmena į vadinama nesuprastinama, kai 
sveikieji skaičiai a ir b neturi bendro daliklio, didesnio už 1. 
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tik iš 2 arba tik iš 5, arba visai iš jų nesidalyti. Pavyz- 
džiui, 
1 


1 1 7 
25 


jg =0,0625, > =7,0; 


= 0,04, 
čia b atitinkamai lygus 25, 16 ir 1. Svarbiausia, kad 6 
neturėtų kitų pirminių daliklių, išskyrus 2 ir 5. 

Neseniai suformuluotame teiginyje yra žodžiai „tada 
ir tik tada“. Iki šiol įrodėme tik tą teiginio dalį, kuri liečia 
žodžius „tik tada“; būtent įrodėme, kad racionalaus skai- 
čiaus išraiška bus baigtinė tik tuo atveju, kai 6 
neturi pirminių daliklių, skirtingų nuo 2 ir 5. (Kitaip sa- 
kant, jei b dalijasi iš pirminio skaičiaus, skirtingo nuo 2 
ir 5, tai nesuprastinamą trupmeną $ neįmanoma išreikšti 
baigtine dešimtaine trupmena.) 

Toje teiginio dalyje, kuri liečia žodį „Žada“, tvirtinama: 
jei sveikasis skaičius b neturi kitų pirminių daliklių, išsky- 


. + . . e a . 
rus 2 ir 5, tai nesuprastinama racionali trupmena + gali 


būti išreikšta baigtine dešimtaine trupmena. Norėdami tai 
įrodyti, turime imti bet kurią nesuprastinamą racionalią 


trupmeną + „ kurios vardiklis b neturi kitų pirminių da- 
liklių, išskyrus 2 ir 5, ir įsitikinti, kad ją atitinkanti dešim- 
tainė trupmena yra baigtinė. Iš pradžių išnagrinėkime pa- 
vyzdį, sakykime, 
e SN 
b "3200" AB 
Norint gauti šios trupmenos dešimtainę išraišką, reikia 
ją pakeisti trupmena, kurios vardiklis yra sveikasis de- 
šimties laipsnis. Tai galima padaryti, skaitiklį ir vardiklį 
dauginant iš 55: 
9741 9741-55 30440 625 


97. EBS 91.51 107 


=3,0440625. 


Šį samprotavimą galima pritaikyti bendrajam atvejui 
taip. Tarkime, kad skaičius b yra sandauga 2" . 5", kurioje 
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m ir n — neneigiami sveikieji skaičiai (t. y. teigiami skai- 
čiai arba nulis). Gali būti tik du atvejai: arba n mažesnis, 
arba lygus m (ši sąlyga užrašoma taip: n<m), arba n 
didesnis už m (tai užrašoma taip: n>m). Kai nm, trup- 
menos skaitiklį ir vardiklį padauginsime iš 52; 


a gegm n a.5-n a. 5™—” 


a 
B Uma > om sn.gm-n až T Ag 
Kadangi sveikasis skaičius m—n nėra neigiamas (t. y. jis 
teigiamas arba lygus nuliui), tai 57", taip pat ir 
a-5m-n — sveiki teigiami skaičiai. Tarkime, kad a - 5-2 = 
=. Tada 


Tačiau, sveikąjį skaičių dalydami iš 10", tiesiog to skai- 
čiaus dešimtainės išraiškos atitinkamoje vietoje parašome 
kablelį. Todėl gautoji dešimtainė trupmena bus baigtinė. 

Antruoju atveju, kai n>m, trupmenos skaitiklį ir var- 
diklį padauginame iš 27m; 


Vadinasi, čia, kaip ir pirmuoju atveju, gauname baigtinę 
dešimtainę trupmeną. 


Pratimas 


Išreikškite -baigtinėmis dešimtainėmis trupmenomis šias raciona- 
lias trupmenas: 


3 


B 
200 * 


400 * 


7 
. b ių 
, ) 625 , 


c) d) 


§ 3. ĮVAIRŪS BŪDAI TEIGINIAMS FORMULUOTI 
IR ĮRODYTI 


Jau vartojome frazę „tada ir tik tada“, nors tiksliai 
neapibrėžėme, ką ji reiškia. Dabar dėstymą pertrauksime 
ir trumpai paaiškinsime kai kuriuos posakius, kuriais nau- 
dojamės, iormuluodami matematinius teiginius; taip pat 
išsiaiškinsime, kaip šie posakiai siejasi su atitinkamais 
loginiais santykiais. Matematikoje yra du tvirtinimų, arba 
teiginių, tipai: 

Jei A, tai B 
ir . 
Jei A, tai B, ir atvirkščiai. 


Išnagrinėsime juos iš eilės. 

Teiginys „jeigu m ir n — lyginiai skaičiai, tai mn — 
lyginis skaičius“, apie kurį kalbėjome I skyriaus 5 paragra- 
fe, yra tipo „jei A, tai B“ teiginys. Yra daug įvairių būdų 

Įvairūs priklausomybės „jei A, tai B“ formulavimai: 
. Jei teisinga A, tai teisinga B. 

. Jei patenkinta A, tai patenkinta ir B. 

. A yra B priežastis. 

. B išplaukia iš A. 

B išvedama iš A. 

. A yra pakankama B sąlyga. 

B yra būtina A sąlyga. 

. B visada teisinga, kai teisinga A. 

„ B teisinga, jei teisinga A. 

. A teisinga tik tada, kai teisinga B. 

. Neįmanoma, kad vienu metu A būtų teisinga, o B — 
klaidinga. 
12. Jei B klaidinga, tai A taip pat klaidinga. 

Šiame sąraše pateiktos tik dažniausiai vartojamos for- 
mos. Jis, savaime aišku, nepilnas, nes iš tikrųjų galima su- 
galvoti kiek norima daug įvairių minėtojo teiginio formų. 


—-DLA4ANS4A4AA S 


m 
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Kai kurie išsireiškimai, pavyzdžiui, 6 ir 7, šioje knygoje 
nevartojami ir čia pateikti tik dėl pilnumo. Visi minėtieji 
posakiai, išskyrus 12, gali būti laikomi tokių terminų, kaip 
„išplaukia“, „būtina sąlyga“, „pakankama sąlyga“ ir „tik 
tada“, apibrėžimais. 

Pavyzdžiui, 10 apibrėžia, kuria prasme matematikoje 
naudojami žodžiai „tik tada“. Simbolius A ir B pakeitę 
skaičius m ir n liečiančiais teiginiais, kuriuos minėjome 
anksčiau, darome išvadą, kad toliau parašyti sakiniai iš- 
reiškia tą pačią mintį: 

„Jei sveikieji skaičiai m ir n yra lyginiai, tai sveikasis 
skaičius mn irgi lyginis“. 

„Šveikieji skaičiai m ir n yra lyginiai tik tada, kai svei- 
kasis skaičius mn yra lyginis“. 

Skaitytojui, įpratusiam žodį „tik“ vartoti kita prasme, 
gali atrodyti, kad abu sakiniai išreiškia lyg ir skirtingą 
mintį; jis jaučia skirtumą tarp matematikos techninės kal- 
bos ir kasdien vartojamos kalbos. Nors šios kalbos turi 
daug bendra, bet jos kai kuo ir skiriasi; tai matyti iš nagri- 
nėjamojo pavyzdžio. 

Kai kas, išmokęs matematinės kalbos, gali mėginti, jei 
nori, ją vartoti kasdieniniuose pokalbiuose. Tačiau tokiu 
atveju žmonės, kurie neturi nieko bendra su matematika, 
žiūrėtų į jį, kaip į pedantą, arba, gal būt, net kaip į nevi- 
siškai normalų žmogų; mažų mažiausiai laikytų jį labai 
nuobodžiu žmogumi. | 

Visa, kas iki šiol buvo pasakyta apie posakio „jei A, 
tai B“ įvairių formų sąrašą, susiveda į tai, kad 1—11 for- 
muluotės yra tiesiog susitarimai, liečią matematinę kalbą. 
12 forma susijusi ne tik su grynai terminologiniais susi- 
tarimais, bet ir su pagrindine logikos aksioma. Tas faktas, 
kad /2 teiginys ir teiginys „jei A, tai B“ išreiškia tą pačią 
mintį, remiasi logika, bet vienas sakinys nėra paprastas 
kito teiginio perirazavimas. Logikos aksioma (žinoma tre- 
čio negalimumo dėsnio vardu), apie kurią kalbame, gali 
būti suformuluota šitaip: arba A teisinga, arba A klaidin- 
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ga; čia simboliu A žymime bet kurį teiginį, kurio teisin- 
gumą arba logiškumą galime išsiaiškinti kuria nors anali- 
ze. Iš esmės ta aksioma atmeta visus variantus, esančius 
tarp A teisingumo ir klaidingumo. Laikydamiesi šios aksio- 
mos, įrodysime, kad ! ir 12 teiginiai yra ekvivalentūs. 

Tuo tikslu reikia įrodyti, kad iš / išplaukia 12, ir at- 
virkščiai — iš 12 išplaukia /. Iš pradžių tarkime, kad 7 tei- 
ginys teisingas, ir išnagrinėkime /2 teiginį: 


„Jei B klaidinga, tai A klaidinga“. 


Ar gali būti, kad ši išvada klaidinga ir kad iš tikrųjų 
turi būti „A teisinga“? Tokiu atveju iš / teiginio gautume, 
kad B teisinga, o tai prieštarauja /2 teiginio sąlygai. Va- 
dinasi, išvada „A klaidinga“ yra teisinga. 

Tarkime atvirkščiai, kad /2 teiginys teisingas, ir įro- 
dykime, kad tada teisingas ir / teiginys: 


„Jei A teisinga, tai B teisinga“. 


Ar teisinga tokia išvada, ar neturi joje būti „B klai- 
dinga“? Jei taip būtų, tai iš 12 gautume, kad A klaidinga, 
o tai prieštarauja 1 teiginio sąlygai. Vadinasi, išvada „B 
teisinga“ yra teisinga. l 

11 ir 12 formos įgalina suprasti netiesioginio įrodymo 
esmę. Sakykime, norime įrodyti, kad teiginys „jei A, tai B“ 
yra teisingas. Teiginys paprastai įrodomas taip: teigi- 
nys A laikomas teisingu ir iš jo išvedamas teiginys B. 
Nagrinėdami 1/1, pastebime, kad galima įrodyti ir kitaip: 
tarti, kad vienu metu A teisinga, o B klaidinga, ir iš tų 
prielaidų gauti prieštaravimą. Šis metodas vadinamas 
prieštaravimo metodu; tai vienas iš netiesioginio įrodymo 
metodų. Įrodymą prieštaravimo metodu galima pažinti iš 
prielaidos, nuo kurios prasideda samprotavimas: joje yra 
tariama, kad įrodomasis teiginys klaidingas. Netie- 
sioginius įrodymus galima atskirti ir iš frazės, kuria bai- 
giamas įrodymas ir kuri paprastai išreiškiama maždaug 
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šitaip: ,,... vadinasi, gavome prieštaravimą; tuo teorema 
įrodyta“. 

Dar viena bendra netiesioginio įrodymo schema matyti 
iš 12 formos. Būtent, norėdami įrodyti, kad teiginys „jei 
A, tai B“ yra teisingas, galime tarti, kad B klaidinga, ir 
iš to išvesti, kad A klaidinga. 

Štai tie trys įrodymo tipai, apie kuriuos ką tik kalbė- 
jome: 

tariama A, išvedama B (tiesioginis įrodymas); 

tariama A ir „ne B“ (t. y. kad A teisinga, o B klai- 
dinga), o iš to išvedamas prieštaravimas (netiesioginio 
įrodymo variantas — įrodymas prieštaravimo metodu); 

tariama, kad B klaidinga (teisinga „ne B“), o iš to iš- 
vedama, kad A klaidinga (kitas netiesioginio įrodymo va- 
riantas). 

Įdomu, kad matematinėse knygose (taip pat ir šioje) 
trys minėtieji įrodymo tipai paprastai naudojami be kokio 
nors tiesioginio nurodymo, koks samprotavimo tipas šiuo 
ar kitu momentu taikomas. Manoma, kad pats skaitytojas 
sugebės nustatyti nagrinėjamojo įrodymo tipą. Vis dėlto 
tai nėra sunku, ir paprastai skaitytojas gali išsiaiškinti, ko- 
kias prielaidas padarė autorius jau įrodymo pradžioje. 

Toliau išnagrinėsime antrąją matematinių teiginių rūšį, 
paminėtą šio paragrafo pradžioje: 


„Jei A, tai B, ir atvirkščiai“. 


Zodžiai „ir atvirkščiai“ čia reiškia „jei B, tai A“; tai tei- 
ginys, atvirkštinis teiginiui „jei A, tai B“. Skaitytojas, ma- 
tyt, supranta, kad tiesioginis teiginys ir atvirkštinis teigi- 
nys — du skirtingi dalykai. Vienas jų gali būti teisingas, 
o kitas — klaidingas, gali abu būti teisingi ir abu gali 
būti klaidingi; tai priklauso nuo aplinkybių. Pavyzdžiui, 
„jei m ir n — lyginiai skaičiai, tai sandauga mn — lyginis 
skaičius“ — teisingas teiginys, tuo tarpu atvirkštinis tei- 
ginys „jei sandauga mn — lyginis skaičius, tai m ir n — 
lyginiai“ klaidingas. 


39 


Kaip anksčiau, taip ir čia galima nurodyti įvairias ek- 

vivalenčias teiginio „jei A, tai B, ir atvirkščiai“ formas: 
. jei B, tai A, ir atvirkščiai; 

A teisinga tada ir tik tada, kai teisinga B; 

B teisinga tada ir tik tada, kai teisinga A; 

A klaidinga tada ir tik tada, kai klaidinga B; 

B klaidinga tada ir tik tada, kai klaidinga A; 

iš A išplaukia B, ir atvirkščiai; 

iš B išplaukia A, ir atvirkščiai; 

A yra būtina ir pakankama B sąlyga; 

B yra būtina ir pakankama A sąlyga; 

teiginiai A ir B ekvivalentūs. 

Visi šie teiginiai išreiškia visiškai tą pačią mintį. 

Dabar pastebėsime, kad yra gana daug įvairių metodų 
teiginiui „jei A, tai B, ir atvirkščiai“ įrodyti. Kaip matėme 
aukščiau, yra trys pagrindiniai būdai teiginiui „jei A, tai 
B“ įrodyti. Taip pat bus ir trys pagrindiniai būdai teiginiui 
„jei B, tai A“ įrodyti. Kadangi kiekvieną iš pirmųjų trijų 
metodų galima kombinuoti su bet kuriuo iš kitų trijų, tai 
iš viso yra devynios galimos schemos teiginiui „jei A, 
tai B, ir atvirkščiai“ įrodyti. Tur būt, labiausiai paplitusi 
schema sudaryta iš tiesioginių įrodymų: 

1) tariama A, išvedama B; 

2) tariama B, išvedama A. 

Taip pat dažnai sutinkama ir tokia schema: 

1) tariama A, išvedama B; 

2) tariama, kad A klaidinga; išvedama, kad B klai- 
dinga. 

Sudėtinguose įrodymuose šitos schemos dažnai kombi- 
nuojamos. Teiginį „jei A, tai F“ galima įrodyti, pasinaudo- 
jant paeiliui įrodomais teiginiais „jei A, tai B“, „jei B, 
tai C“, „jei C, tai D“, „jei D, tai E“, „jei E, tai F“. Čia iš 
kiekvieno teiginio išplaukia sekantis teiginys. Toliau, jei 
bet kuriuo aukščiau minėtu būdu galima įrodyti ne tik kiek- 
vieną iš tų teiginių, bet ir jam atvirkštinį teiginį, tai bus 
teisinga ir tokia samprotavimų grandinė: „jei F, tai E“, 
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„jei E, tai D“, „jei D, tai C“, „jei C, tai B“, „jei B, tai A“. 
Vadinasi, teiginys „jei F, tai A“, atvirkštinis pradiniam, 
irgi bus teisingas. Kaip tik tai ir turima omenyje, kai sa- 
koma, kad „atvirkštinį teiginį galima įrodyti, kiekvieną 
iš padarytų žingsnių žengiant atbuline kryptimi“. 

Visos minėtosios schemos pasitaiko matematinėse kny- 
gose, ir, kaip jau pabrėžėme anksčiau, autorius dažnai pra- 
deda įrodinėti teoremą, tiesiogiai nenurodydamas, kokios 
schemos jis laikosi. Tokiu atveju manome, kad skaitytojas 
savarankiškai perpras įrodymo struktūrą. 


Pratimai 


1. Įrodykite, kad teiginys „jei sandauga mn lyginė, tai m ir n — lygi- 
niai skaičiai“ yra klaidingas. 

2. Kurie iš toliau nurodytų teiginių yra teisingi ir kurie klaidingi? Ne- 
suprastinamą trupmeną £ galima išreikšti baigtine dešimtaine trup- 


mena: 
a) tada ir tik tada, kai b nesidalija iš jokio pirminio skaičiaus, iš- 
skyrus 2; 
b) jei b nesidalija iš jokio pirminio skaičiaus, išskyrus 2; 
c) tik tada, kai b nesidalija iš kitų pirminių skaičių, išskyrus 2; 
d) tada ir tik tada, kai b nesidalija iš 3; 
e) jei b nesidalija iš 3; 
f) tik tada, kai b nesidalija iš 3. 
3. Kurie iš toliau nurodytų teiginių yra teisingi ir kurie klaidingi? Ra- 
cionalų skaičių = galima išreikšti baigtine dešimtaine trupmena: 


a) tada ir tik tada, kai b neturi kitų pirminių daliklių, išskyrus 2 
ir 5; 

b) jei b neturi kitų pirminių daliklių, išskyrus 2 ir 5; 

c) tik tada, kai b neturi kitų pirminių daliklių, išskyrus 2 ir 5. 

Nurodymas. Atkreipkite dėmesį į tai, kad šio uždavinio sąly- 


goje nepasakyta, jog trupmena = nesuprastinama. 
4. Vienoje neseniai išėjusioje algebros knygoje viena iš aksiomų lai- 


komas toks teiginys: „ab=0 tik tada, kai a=0 arba b=0“. Sufor- 
muluokite šį teiginį pagal schemą „jei A, tai B“. 
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5. a) Įrodykite teiginį „jei B (beta) — racionalus skaičius, tai B?— 
taip pat racionalus skaičius“; 

b) ar tuo bus įrodytas teiginys „jei p?— iracionalus skaičius, tai 
B— tai pat iracionalus“? 


§ 4. PERIODINĖS DEšIMTAINĖS TRUPMENOS 


Dabar vėl grįžkime prie racionalių skaičių nagrinėji- | 


mo. Racionalias trupmenas suskirstėme į du tipus — į iš- 
reiškiamas baigtinėmis dešimtainėmis trupmenomis ir į ne- 
išreiškiamas baigtinėmis dešimtainėmis trupmenomis. Pa- 
rodysime, kad bet kurios antrojo tipo trupmenos dešimtai- 
nėje išraiškoje yra periodiškai pasikartojančios dalys; 
A l 

3097 


n =0,454545... irt ggg 0 31282828. . 


Labai patogu naudotis standartiniu periodinių dešimtai- 
nių trupmenų žymėjimu, t. y. besikartojančią dalį suskliaus- 
ti lenktiniais skliaustais: 


5 3097 


1-0 a0 


1 ` 
I =0,31 (28); 57 =0,(3); 7 =0,1 (6) ir t. t. 


Periodiškumo priežastį galima suprasti, išnagrinėjus, kaip 


i r i 2 E T 5 : f 
racionali trupmena, sakykime E išreiškiama dešimtaine 


trupmena: 
2 |7 50 
20 | 0,285714 49 
Baa "10 
- 60 7 
T 30 
40 28 
35 aaa 2 


Sa 2 > =0,(285714) 
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o 


Dalijimo procese gaunamos iš eilės liekanos yra skaičiai 
6, 4, 5, 1, 3, 2. Kai gauname liekaną 2, ciklas užsibaigia, 
ir grįžtame prie skaičiaus 20 dalijimo iš 7. Visos liekanos 
yra mažesnės už daliklį, lygų 7, todėl iš viso gali būti tik 
šešios skirtingos liekanos. Vadinasi, liekana būtinai turi 
pasikartoti. (Liekana 0 negalima, nes šiuo atveju baigtinės 
dešimtainės išraiškos nenagrinėjamos.) 

Ką tik išnagrinėtame pavyzdyje įvyko pasikartojimas, 
kai prireikė skaičių 20 antrą kartą dalyti iš 7. Be to, skai- 
čiaus 20 dalyba iš 7 buvo pirmuoju viso dalijimo pro- 
ceso žingsniu. Vis dėlto, kartojant ne visada grįžtama į pir- 
mąjį dalijimo žingsnį. Išnagrinėkime pavyzdžiui, skai- 
čiaus a išreiškimą dešimtaine trupmena: 

209 |700 
-2090 |0,29857142 
1400 
6900 
6300 
-6000 
5600 
4000 209 42) 
ASA 00 0,29 (857142) 
5000 
4900 
1000 
700 
3000 
2800 
2000 
1400 


600 


Kartojimasis čia prasideda, kai tik pasirodo liekana 
600, kurią jau turėjome keliais žingsniais anksčiau. Jeigu 
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daliklis lygus 700, tai, kaip žinome, liekanomis gali būti 
skaičiai 1, 2, 3,...,699. Vadinasi, esame įsitikinę, kad 
liekana tikrai pasikartos, tik, gal būt, norint gauti pasikar- 
tojimą, tektų atlikti gana daug žingsnių. 

Bendrąjį atvejį, kai turime bet kurią trupmeną = , ga- 
lima nagrinėti analogišku būdu. Sveikąjį skaičių a dalijant 
iš sveikojo skaičiaus b, liekanomis gali būti tik šitokie skai- 
čiai: 1, 2, 3,...,6—2, b—1; todėl dalijimo procese būtinai 
susiduriame su liekanos pasikartojimu. Nuo tos vietos pra- 
sideda naujas ciklas; dalijimo rezultatas bus periodinė de- 
šimtainė trupmena. 

Vadinasi, įrodėme pusę tokio teiginio: 

Kiekvieną racionalų skaičių 7 galima išreikšti baigti- 
ne arba begaline periodine dešimtaine trupmena; alvirkš- 
čiai, kiekviena baigtinė ir kiekviena begalinė periodinė de- 
šimtainė trupmena išreiškia kurį nors racionalų skaičių. 

Antroje šio teiginio dalyje, kurią mums dar reikės įro- 
dyti, minimos dviejų tipų dešimtainės trupmenos — baig- 
tinės ir begalinės periodinės. Baigtines dešimtaines trup- 
menas jau išnagrinėjome ir įsitikinome, kad jos išreiškia 
racionalius skaičius. Dabar pažvelgsime į begalines perio- 
dines dešimtaines trupmenas. Iš pradžių parodysime, kad 
kokia nors konkreti begalinė periodinė dešimtainė trup- 
mena išreiškia racionalų skaičių. Išnagrinėję atskirą at- 
vejį, tą patį metodą pritaikysime ir bet kuriai periodinei 
dešimtainei trupmenai. 

Imkime begalinę periodinę dešimtainę trupmeną 


x=28, 123(456), 


kurią dar galima parašyti šitaip: 
x=28,123456456. . . 


Ją iš pradžių padauginsime iš vieno skaičiaus, o paskui — 
iš kito; skaičius, iš kurių dauginsime, pasirinksime taip, 
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kad, vieną sandaugą atėmus iš kitos, pasinaikintų begalinė 
periodinė dalis. Nagrinėjamame pavyzdyje tokiais daugik- 
liais galima laikyti skaičius 109 ir 103, nes 


109 - x=28123456, (456), 
108 . x=28123, (456); 


todėl skirtumas 108-x—103+ x lygus 


999000 x= 28095333. 


Vadinasi, 
| 28005333 
“999000 > 


t. y. x — racionalus skaičius. 

Apibendrindami naudotąjį metodą, parodysime, kad 
daugikliui 109 ir 103 nebuvo paimti „iš lubų“, o pasirinkti 
pagal tam tikrą taisyklę. Toliau sveikąją dešimtainės trup- 
menos dalį (kuri išnagrinėtame pavyzdyje buvo lygi 28) 
praleisime, nes įrodymui ji esminės įtakos neturi. Bet kurią 
begalinę periodinę dešimtainę trupmeną (be sveikosios da- 
lies) galima parašyti šitaip: 


x=0, Gaz: As (bibg: b4); 


čia ū;, Q2 ...,@s reiškia s skaitmenų, iš eilės parašytų ne- 

pasikartojančioje, dalyje, o bı, bp, ...,b; yra £ skaitmenų, 
sudarančių periodą*. Išnagrinėtame pavyzdyje s=3, t=3, 
a; =, d;=2, a3=3, b,=4, b>=5, b;=6. Jei skaičių x iš 


* Kadangi užrašas Gjū>)...a, algebroje reiškia sandaugą 
Qi- a2*...*Qs (o užrašas bjb>...b; — sandaugą b,-b>+...+b,), tai virš 
skaičiaus nubrėžiame brūkšnį, kuris reiškia, kad, pavyzdžiui, reiškinį 
&ı 05... 0, reikia laikyti ne skaičių a;, a>,..., as sandauga, bet skait- 
menų âi, Q%...,Q@s seka dešimtainėje skaičiaus išraiškoje. Skaičiai 1, 
2ean s parašyti simboliuose a, a>,...,a, vadinami (apatiniais) in- 
deksais ir turi tik ženkliuko arba žymelės prasmę; jeigu nesinaudo- 
lume indeksais, tai labai greitai pastebėtume, kad pritrūkome raidžių. 
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pradžių padaugintume iš 10s, paskui — iš 105 ir antrąją 
sandaugą atimtume iš pirmosios, tai gautume 


10+ - x= aa, ash b;---b; +0, (biba b0), 


105: x= aay -as +0, (hbr b) 


ir 
(108+ — 108) + X= atz- -açbiby -bt — 41l- -ag < 
Todėl 
gam Han ‘asbyba: > -bt — 010»: : -as 
1097! — 105 


Vadinasi, skaičius x lygus dviejų sveikųjų skaičių santy- 
-kiui, o tai reiškia, kad jis yra racionalus. Tai ir reikėjo 
įrodyti. š 


Pratimas 


Raskite racionalias trupmenas, kurios lygios tokioms dešimtainėms 
trupmenoms: 

a) 0,111...; b) 5,6666...; c) 0,37(43); 

d) 0,9(987); e) 0,00(01); i) 0,(9). 


$ 5. KIEKVIENĄ BAIGTINĘ DESIMTAINĘ 
TRUPMENĄ GALIMA ISREIKŠTI 
PERIODINE DEšIMTAINE TRUPMENA 


Šiame skyriuje jau įsitikinome, kad kai kuriuos racio- 
nalius skaičius galima išreikšti baigtinėmis dešimtainėmis 
trupmenomis, kai tuo tarpu kiti išreiškiami begalinėmis 
dešimtainėmis trupmenomis. Įdomu, kad kiekvieną baigti- 
nę dešimtainę trupmeną (išskyrus nulį) galima išreikšti 
begaline trupmena. Tai galima, savaime aišku, padaryti 
labai paprastai, užrašant, pavyzdžiui, 6,8 šitaip: 6,8000. .., 
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t. y. prirašant begalinę nulių seką. Be šito savaime aiškaus 
būdo baigtinei dešimtainei trupmenai išreikšti begaline, pri- 
rašant nulių seką, yra ir kitas tam tikra prasme nuostabus 


g Ti PECA r 
būdas. Pradėsime nuo gerai žinomo trupmenos 7 dėstinio: 


1 
3 = 033333... 
Jei abi šios lygybės puses padauginsime iš 3, tai gausime 
gana keistą lygybę 


1=0,99999. .. (1) 


Vadinasi, baigtinė dešimtainė trupmena 1 (arba 1,0) ir be- 
galinė dešimtainė trupmena 0,99999... yra viena kitai 
lygios. 

I (1) priklausomybę pažvelkime kitu požiūriu. Bega- 
linę dešimtainę trupmeną 0,99999... pažymėkime raide x: 


x=0,99999... (2) 


Abi (2) lygybės puses padauginę iš 10, gausime 
10x =9,99999. . .=9 + 0,99999. . . 


Iš gautosios lygybės atėmę (2) lygybę, turime 


9x=9, arba x=1. 


Vadinasi, (1) lygybę dabar įrodėme kitu metodu, kuris ski- 
riasi nuo ankstesniojo. 

Dabar abi (1) lygybės puses padalykime iš 10, po to — 
iš 100, 1000, 10000 ir t. t. Gausime ištisą seką lygybių 


0,1=0,099999. .., 
0,01=0,0099999. . . , y 
0,001 =0,00099999. . . , (3) 


0,0001 =0,000099999. . . ir t. t. 
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Šiomis lygybėmis galima naudotis, bet kurią baigtinę de- 
šimtainę trupmeną išreiškiant begaline. Pavyzdžiui, gali- 
ma rašyti 


6,8=6,7+0,1 =6,7 + 0,099999. ..=6,799999. .. 


Pateiksime dar keletą pavyzdžių: 


0,43 =0,42 +0,01 =0,42 + 0,0099999. . .= 0,4299999. ..; 
0,758=0,757 + 0,001 = 0,757 + 0,00099999. . .=0,75799999. ..; 
0,102=0,101 + 0,001 =0,101 + 0,00099999. . .=0,10199999. .. ; 

6,81 =6,8 +0,01 = 6,8 + 0,0099999. . . = 0,68099999. . . 


Aprašytasis metodas įgalina bet kurią baigtinę dešim- 
tainę trupmeną paversti begaline dešimtaine trupmena. At- 
virkščiai, bet kurią dešimtainę trupmeną, turinčią begalinę 
skaitmenų 9 seką, verčiant baigtine dešimtaine trupmena, 
irgi galima naudotis (1) ir (3) lygybėmis: 


0,4699999. .:=0,46 + 0,0099999. ..=0,46 +0,01 =0,47, 
18,099999. . .= 18 + 0,099999. . .=18 +0,1 =18,1. 


Keliais skirtingais būdais galima duotąjį skaičių išreikš- 
ti dešimtaine trupmena? Atsakymas į šį klausimą priklau- 
so nuo to, kaip šis klausimas suprantamas. Iš tikrųjų, im- 
dami skaičių 0,43, galime jį parašyti ne tik šitaip: 
0,4299999. .., bet ir daugeliu kitų būdų: 


0,430, 0,4300, 0,43000, 0,430000, ... 


Tačiau šie užrašai yra tokie trivialūs trupmenos 0,43 va- 
riantai, kad jų nelaikome iš esmės skirtingais. Kai kalbame 
apie kurio nors skaičiaus, pavyzdžiui 0,43, užrašymą be- 
galine dešimtaine trupmena, tai turime omenyje trupmeną 
0,42999. .., o ne 0,43000... 
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Pratimai 


l. Kiekvieną žemiau nurodytą trupmeną išreikškite baigtine dešimtai- 
ne trupmena: 
a) 0,11999...; b) 0,299999...; c) 4,79999...; d) 9,999... 

2. Kiekvieną žemiau nurodytą trupmeną išreikškite begaline dešimtaine 
trupmena: 
a) 0,73; b) 0,0099; c) 13. 


. : = exe o Q . . sy + TET. exant X 
3. Kokie racionalūs skaičiui— turi dvi iš esmės skirtingas išraiškas de- 
b 
šimtaine trupmena? 
+ 2 = says a G . . +x + "T "T 
4. Kokie racionalūs skaičiai + turi tris iš esmės skirtingas išraiškas. 


dešimtaine trupmena? 


$ 6. TRUMPOS IŠVADOS 


Racionalius skaičius + suskirstėme į du tipus: pirma- 
jam tipui priklauso tie skaičiai, kurių vardiklis b neturi ki- 
tų pirminių daliklių, išskyrus 2 ir 5, antrajam tipui — visi 
likusieji racionalūs skaičiai. (Čia tariama, kad trupme- 
na r nesuprastinama.) Pirmojo tipo skaičius galima 
išreikšti tiek baigtine dešimtaine trupmena, tiek ir begali- 
ne. Pavyzdžiui, 


2 =0,5=0,499999. .. 


Antrojo tipo skaičius galima išreikšti tik begaline dešim- 
taine trupmena. Pavyzdžiui, 


I 033333... 
Šios išraiškos yra vienintelės ta prasme, kad skaičių 5 ir 
y negalima išreikšti kitokiomis dešimtainėmis trupmeno- 
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mis, išskyrus, žinoma, tokias trivialias formas, kaip 0,500. 
Kitame skyriuje paaiškinsime, kodėl taip yra. 

Pagrindinį dėmesį iki šiol skyrėme racionaliems skai- 
čiams ir jų dešimtainėms išraiškoms. Nagrinėdami šį klau- 
simą iš kitos pusės, svarbiausią dėmesį kreipsime kaip ti 
į skaičių dešimtaines išraiškas. Visos begalinės dešimtai- 
nės trupmenos, su kuriomis susidurdavome šiame skyriuje, 
buvo periodinės. O ką galima pasakyti apie begalines n e- 
periodines dešimtaines trupmenas, sakykime, apie 
trupmeną 

g=0,101 001 000 100 001 000 001 000000 1..., 


kurioje skaitmenų po kablelio seką sudaro nulių serijos, 
viena nuo kitos atskirtos vienetais; be to, pirmoje serijoje 
yra vienas nulis,. antroje serijoje — du nuliai, trečioje — 
trys nuliai ir t. tt? Kokį skaičių (jei apskritai tai skaičius) 
nustato trupmena g? Iš šio skyriaus jau žinome, kad „skai- 
čius“ g negali būti racionalus. Trečiame skyriuje išplėsime 


savo nagrinėjimo sritį taip, kad į ją patektų skaičiai, pa- ` 


našūs į g. 


"2.1 


I] SKYRIUS 
REALIEJI SKAIČIAI 


$ 1. GEOMETRINIS POŽIŪRIS 


Kai geometrijoje įvedamos koordinatės, kuri nors tiesė 
laikoma x ašimi, ir kiekvienam los ašies taškui priskiria- 
mas atitinkamas skaičius. Tuo tikslu ašyje laisvai pasiren- 
kami du (skirtingi) taškai, kuriems priskiriami skaičiai 0 
ir 1; tokiu atveju atstumas tarp tų dviejų taškų vaidina 
ilgio vieneto, arba vienetinio ilgio, vaidmenį. Dažniausiai 
(5 pav.) taškas, atitinkąs 1, pasirenkamas iš dešinės nuo 


-2 -1 0 7 2 
——>——>—7— 
5 pav. 


nulinio taško, todėl iš kairės nuo nulinio taško yra tie taš- 
kai, kuriems priskiriami neigiami skaičiai. Nulinis taškas 
vadinamas pradžia. Taškas, atitinkąs, sakykime, skaičių 7, 
yra iš dešinės nuo pradžios, o jo atstumas nuo pradžios 
yra septynis kartus didesnis už ilgio vienetą; tuo tarpu 
taškas, kuris atitinka skaičių —7, yra tokiame pačiame 
atstume iš kairės nuo pradžios. Tokiu būdu kiekvienas taš- 
kas susiejamas su atitinkamu skaičiumi: duotąjį tašką ati- 
tinkantis skaičius yra atstumas nuo to taško iki pra- 
džios, šį atstumą rašant arba su pliuso ženklu (kai taškas 
yra iš dešinės nuo pradžios), arba su minuso ženklu (prie- 
šingu atveju). Kaip parodyta 6 paveiksle, tokių racionalių 


-2 4 1 0 K 102 2 23 
6 pav. 


skaičių, kai =. “ ir 2,3, padėtį lengva nustatyti, lygi- 
nant juos su skaičiais 0 ir 1. 

Simboliu J/ 2 žymimas skaičius, kurį daugindami iš jo 
paties, gauname 2, t. y.1/2-1/2=2. Norėdami išsiaiškinti 
skaičiaus]/ 2 geometrinę prasmę, imsime vienetinį kvad- 
ratą (7 pav.). Iš Pitagoro teoremos matyti, kad šio kvad- 


1 


1 
7 pav. Kvadratas, kurio kraštinių ilgis lygus 1 


rato įstrižainės ilgio kvadratas lygus 2. Todėl įstrižainės 
ilgis žymimas ļ/ 2, o skaičius |/ 2 priskiriamas tam ašies | 
taškui, kurio atstumas nuo pradžios lygus vienetinio kvad- 
rato įstrižainės ilgiui. 

Kadangi kiekvienas ašies taškas nuo pradžios yra nu- 
tolęs tam tikru atstumu, tai intuityviai aišku, kad kiekvie- 
ną ašies tašką atitinka kuris nors skaičius. Realiaisiais 
skaičiais vadiname visus skaičius, susijusius su ašies taš- 
kais: "Kiekvienas racionalus skaičius priklauso realiųjų 
skaičių aibei, nes kiekvieną racionalų skaičių = atitinka 
taškas, kurio atstumas nuo pradžios lygus 7 ilgio vienetų. 
Vadinasi, galima sakyti, kad racionalūs skaičiai sudaro 
visų realiųjų skaičių aibės poaibį. 

Tačiau yra ir tokių realiųjų skaičių, kurie nėra raciona- 
lūs. Siame skyriuje bus įrodyta, kad skaičius]/ 2 nėra ra- 
cionalus. Visi realieji skaičiai, kurie, kaip V 2 nėra racio- 
nalūs, vadinami iracionaliais skaičiais. Iš šito apibrėžimo 
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matyti, kad kiekvienas realusis skaičius yra arba raciona- 
lus, arba iracionalus. Tiesė, arba ašis, su kurios kiekvienu 
tašku anksčiau aprašytu: būdu yra susietas atitinkamas 
skaičius, vadinama realigja tiese. Tos tiesės taškus vadin- 
sime racionaliais arba iracionaliais, atsižvelgdami į tai, 
koks skaičius — racionalus ar iracionalus — atitinka pa- 
sirinktąjį tašką. 

Pastebėsime, kad pateiktas iracionalaus skaičiaus api- 
brėžimas ekvivalentus šitokiam: realusis skaičius vadina- 
mas iracionaliu, jeigu jo neįmanoma išreikšti dviejų svei- 


kųjų skaičių santykiu Ž . 


$ 2. DEŠIMTAINĖS IŠRAIŠKOS 


Aišku, kad skaičius + priskiriamas vienam iš taškų, 
kurie atkarpą, jungiančią vienetinį tašką su pradžia dalija 


į tris lygias dalis, būtent: + priskiriame kairiajam iš tų 


0 A 1 
————1— 
8 pav. 


taškų (8 pav.). Dabar išnagrinėkime skaičiaus $ dešim- 
tainę išraišką: 


1 3 3 3 
3 =0,33333. ..= Z- 100 T T000 dga 


Sios lygybės skaičių $ išreiškia suma, turinti be galo daug 
dėmenų. Nors čia dėmenų skaičius ir begalinis, bet suma 
turi apibrėžtą reikšmę — ji lygi 3 Realiosios ašies taš- 
kai, atitinkantys skaičius 


0,3, 0,33, 0,333, 0,3333, ..., 
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sudaro seką, artėjančią prie taško A Tai matyti 9 pa- 
veiksle. (Ilgio vienetas paveiksle pavaizduotas gana di- 


delis). Panašiai ir kiekviena kita dešimtainė trupmena 


13 
n EP 05 


0 030 033 
9 pav. 


atitinka kurį nors realiosios ašies tašką. -Trupmeną 
0,99999... atitinka taškų, susijusių su skaičiais 


0,9, 0,99, 0,999, 0,9999, 0,99999 ir t. t., 


sekos riba. 10 paveiksle parodyta, kad tie taškai artėja 
prie vienetinio taško, o tai atitinka lygybę 1=0,99999..., 
kurią išvedėme praeitame skyriuje. 

09 099 


10 pav. 


Toliau, grįždami prie skaičiaus 


g=0,101 001 000 100 001 000 001 000 000 1..., 


kurį minėjome anksčiau kaip pavyzdį, pastebėsime, kad jis 
irgi atitinka tam tikrą realiosios tiesės tašką. Šį tašką ga- | 
lima įsivaizduoti kaip ribą tokios taškų sekos 


0,1, 

0,101, 

0,101 001, 

0,101 001 000 I, 

0, 101 001 000 100 001 ir t. t. 


Kadangi trupmena q nėra periodinė, tai ji išreiškia ira- 
cionalų skaičių, o atitinkąs jį taškas yra iracionalus. 
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Tai, ką iki šiol išdėstėme, nurodo mums kitą būdą įsi- 
vaizduoti realiųjų skaičių aibę. Realiųjų skaičių aibė — tai 
aibė visų dešimtainių trupmenų, baigtinių ir begalinių, 
tokių kaip 


17,34, 2,176,— 6,037 222 22..., g=0,101 001 000 1.... 


Atsižvelgiant į tai, kas pasakyta praeitame skyriuje, šių 
dešimtainių trupmenų aibę galima suskirstyti į dvi kla- 
ses: racionalių skaičių klasę ir iracionalių skaičių klase. 
Racionalūs skaičiai — tos dešimtainės trupmenos, kurios 
yra arba baigtinės, arba periodinės; iracionalūs skaičiai — 
tai begalinės (neperiodinės) dešimtainės trupmenos, kaip; 
pavyzdžiui, trupmena 4, apie kurią buvo kalbama anks- 
čiau. Be to, kadangi kiekvieną baigtinę dešimtainę trup- ` 
meną (arba kiekvieną trupmeną, panašią į 0,43 000... , tu 
rinčią begalinę nulių seką) galima taip pat išreikšti tik- 
rai begaline dešimtaine periodine trupmena, tai galime 
susitarti (susitarimas galios iki šio paragrafo pabaigos) 
visus racionalius skaičius rašyti begalinių periodinių de- 
šimtainių trupmenų pavidalu. (Pagal šį susitarimą skai- 
čius 0,43, pavyzdžiui, bus rašomas šitaip: 0,42999...; tai 
gali atrodyti keistai, bet dėl to supaprastės žemiau atlie- 
kami samprotavimai.) 

Dabar parodysime, kad kiekvienas realusis skaičius iš- 
reiškiamas begaline dešimtaine trupmena vieninteliu bū- 
du. Kitaip sakant, dvi begalinės dešimtainės trupmenos 
lygios tik tuo atveju, kai jų skaitmenys, parašyti vienodose 
vietose, sutampa, t. y. kai tų trupmenų užrašai yra 
vienodi. 

Kodėl skaičiaus begalinė dešimtainė išraiška yra vie- 
nintelė? Atsakydami į šį klausimą, imsime du skaičius, 
turinčius skirtingas begalines dešimtaines išraiškas. Ka- 
dangi tos išraiškos skirtingos, tai yra bent vienas skait- 
muo, kuriuo jos skiriasi viena nuo kitos. Pavyzdžiui, 


a=17,923 416..., 
b=17,923 415... 
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Begalinė skaitmenų seka, rašoma skaičiuje a po skait- 
mens 6, gali būti bet kokia (kokią tik nori įsivaizduoti 
skaitytojas), bet ne begalinė nulių seka. Tą patį galima pa- 
sakyti ir apie skaičių b. Kadangi begalinės nulių sekos 
negali būti, tai skaičius a griežtai didesnis už 17,923 416; 
simboliškai tai rašoma šitaip: 

a>17,923416. 


Kita vertus, skaičius b daugių daugiausia gali būti ly- 
gus 17,923416, nes lygybė b=17,923416 galima tik tuo 
atveju, kai visi skaičiaus b skaitmenys, rašomi po skait- 
mens 5, yra devynetai, t. y. kai b=17,923415(9). Teigi- 
nys, kad „b daugių daugiausia lygus 17,923416“, simbo- 
liškai rašomas šitaip: 

b=17,923416, arba 17,923416>6. 


Iš abiejų nelygybių, kurias tenkina a ir b, turime 


a>17,923416>b; 


iš čia matyti, kad a>6. Vadinasi, skaičius a didesnis už 
skaičių b, o iš to aišku, kad jų lygybė neįmanoma. 

Čia buvo nagrinėjamas atskiras atvejis, pasirinkus du 
konkrečius skaičius a ir b, bet šiuos samprotavimus leng- 
va apibendrinti, pritaikant juos bet kuriai skaičių porai, kai 
šie skaičiai turi skirtingas begalines dešimtaines išraiškas. 


$ 3. SKAIČIAUS / 2 IRACIONALUMAS 


Čia pateiksime tradicinį netiesioginį įrodymą, kad skai- 
čius]/ 2 yra iracionalus. Ketvirtame skyriuje tą patį faktą 
įrodysime kitu būdu, panaudodami kur kas bendresnį me- 
todą. 

1 skyriuje įsitikinome, kad lyginių skaičių aibė, kaip ir 
nelyginių skaičių aibė, yra uždara daugybos atžvilgiu. 
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Atskirai imant, lyginio skaičiaus kvadratas yra lyginis, o 
nelyginio skaičiaus kvadratas — nelyginis. 
Dabar tarkime, kad]/ 2 — racionalus skaičius, pavyz- 


džiui, ` si 
V2-5. 


o a ir b — sveikieji skaičiai. Racionalią trupmeną = lai- 
kysime nesuprastinama ir įrodinėdami tuo remsimės. Tiks- 
liau kalbant, naudosimės tuo, kad bent vienas iš 
skaičių airb yra nelyginis: priešingu atveju 
(kai jie abu yra lyginiai) trupmeną ; galėtume suprastin- 
ti. Abi aukščiau parašytosios lygybės puses pakėlę kvadra- 
tu ir suprastinę, gauname 


2= , a2=26?, 


~ 


Skaičius 2b?, be abejo, lyginis. Todėl a? — lyginis skaičius, 
o iš to išplaukia, kad .a — irgi lyginis skaičius. Tarkime, 
kad a=2c (c — sveikas skaičius). Jei lygybėje a?=2b? vie- 
toj a parašysime 2c, tai gausime 


(2c)2=262, 4 =2b?, 202=bž. 
Skaičius 2c? yra lyginis. Todėl b? — lyginis skaičius, o iš 


to išplaukia, kad b — taip pat lyginis skaičius. Taigi įsi- 
tikinome, kad ir a, ir b — lyginiai skaičiai, nors trupme- 


a .1, . + . "m . 
ną 5 laikėme nesuprastinama. Iš gautojo prieštaravimo 
išplaukia, kad skaičiaus |/ 2 neįmanoma išreikšti raciona- 


. a ė ex1 e 5 . . sye 
lia trupmena z . Tai reiškia, kad y2 — iracionalus skaičius. 
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$ 4. SKAIČIAUS |/ 3 IRACIONALUMAS 


Vienas iš metodų skaičiaus y3 iracionalumui įrodyti 
yra panašus į ką tik išdėstytą įrodymą, kad]/ 2 — iracio- 
nalus skaičius. Tačiau šiuo atveju, skirtingai nuo 2 le- 
miamasis veiksnys yra ne dalumas iš 2, bet dalumas iš 3. 
Prieš imdamiesi įrodymo, įsitikinsime, kad sveikojo skai- 
čiaus kvadratas dalijasi iš 3 tada ir tik tada, kai pats svei- 
kasis skaičius dalijasi iš 3. Pastebėsime, kad sveikasis skai- 
čius, kuris dalijasi iš 3, išreiškiamas sandauga 3n, o svei- 
kasis skaičius, nesidalijąs iš 3, išreiškiamas arba 3n+1, 
arba 3142. Šis faktas ir lygybės 

(3n)?=9n?=3(3n2), 
(3n+1)?=9n2+6n +1 =3(3n24+2n) +1, 
(3n4+2)2=9n24+12n+4=3(3n24+4n+1) +! 


įtikina, kad minėtasis teiginys yra teisingas. 
Dabar tarkime, kad y3— racionalus skaičius, pavyz- 
džiui, 


a 5 a 
y seg 


„o a ir b — sveikieji skaičiai. Ir šiuo atveju, kaip nagrinė- 
jant |/ 2, trupmeną + laikysime nesuprastinama; atskirai 
imant, bent vienas skaičius a arba b nesidalija iš 3. Abi 


aukščiau parašytos lygybės puses pakėlę kvadratu ir su- 
prastinę, gauname 


Sveikasis skaičius 362 dalijasi iš 3. Todėl dalijasi iš 3 ir 
skaičius a2, o su juo kartu ir a. Tegul a=3c (c — sveikas 
skaičius). Lygybėje a?=3b? vietoj a parašę 3c, turime 


(3c)2=362, 9c2=362, 302=62. 
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Iš čia aišku, kad b?, o tuo pačiu ir skaičius b, dalijasi iš 3. 
Vadinasi, ir a, ir b dalijasi iš 3, nors tai prieštarauja prie- 


laidai, kad trupmena = nesuprastinama. Tuo pačiu įrody- 


ta, kad skaičius y3 yra iracionalus. 


§ 5. SKAIČIŲ J/ © IR Į/ 2+ ļ/ 5 IRACIONALUMAS 


Įrodinėdami, kad skaičiai]/ 2 ir y3 yra iracionalūs, 
rėmėmės atitinkamai sveikųjų skaičių dalumo iš 2 ir 3 sa- 
vybėmis. Norint įrodyti, kad|/ 6— iracionalus skaičius, 
galima remtis ir dalumu iš 2, ir dalumu iš 3. Jei įrodinė- 
sime, pavyzdžiui, analogiškai atvejui]/ 2, tai tarsime, kad 


Vš-į 


ir kad bent vienas iš skaičių a ir b nėra lyginis. Pakėlę 
kvadratu, gauname 


Skaičius 6b?, aišku, lyginis. Vadinasi, a? — lyginis skai- 
čius; todėl lyginis ir skaičius a. Tarkime, kad a=2c. Tada 


a*=6b2, (2c)2=66?, 4c2=662, 2c?2=36?. 


Iš paskutinės lygybės matyti, kad 3b? yra lyginis. Bet to- 
kiu atveju turi būti lyginis b?, o tuo pačiu ir b. Kadangi 
pagal prielaidą bent vienas iš skaičių a ir b yra nelyginis, 
tai skaičius |/ 6 turi būti iracionalus. Kaip pratimą skai- 
tytojas gali gauti tą pačią išvadą, samprotaudamas taip. 
kaip buvo samprotaujama, įrodinėjant skaičiaus ]/ 3 ira- 
cionalumą. 


Iracionalių skaičių pavyzdžius baigsime nagrinėti 
reiškiniu Į/ 2+]/ 3. Šito skaičiaus iracionalumą galima 
išvesti iš skaičiaus]/ 6 iracionalumo. Tarkime,.kad skai- 


čius V 2+ V 3 yra racionalus, ir pažymėkime jį raide r: 
V + 3-=r. 


Pakėlę kvadratu ir suprastinę, gauname 
2+2,/5+3=r?, 2V =r —5,/ E= >. 


Dabar prisimename, kad racionalių skaičių aibė yra užda- 
ra visų keturių operacijų — sudėties, atimties, daugybos 
ir dalybos (išskiriant dalybą iš nulio) — atžvilgiu, ir įsiti- 
kiname, kad skaičius 5 (r?—5) yra racionalus. Tačiau tai 
prieštarauja tam, kad y 6— iracionalus skaičius. Vadina- 
si, skaičius]/ 2+ y3 turi būti iracionalus. 

Jeigu apie kurį nors skaičių n=a + b žinoma, kad|/ n= 
= a-b — iracionalus skaičius, tai galima įrodyti, kad 
skaičiusĮ/ a+ļ/ b irgi iracionalus; įrodymo metodas gali 
būti analogiškas ką tik panaudotam metodui*. 


Pratimai 


1. Dviem būdais įrodykite, kad sveikojo skaičiaus kvadratas dalijasi 
iš 5 tada ir tik tada, kai pats sveikasis skaičius dalijasi iš 5: 
a) iš pradžių įrodykite taip, kaip tekste buvo nagrinėjamas dalu- - 
mas iš 3. Pradėkite nuo to, kad kiekvienas svėikasis skaičius turi 
vieną šių formų: 5n, 5141; 5n+2, 5n 4-3, 5n+4; 


* Čia svarbu tik tai, kad a ir b būtų racionalūs, o V ab — iracio- 
nalus. Rus. leid. vert. pastaba. 
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b) paskui įrodykite remdamiesi pagrindine aritmetikos teorema. Tą 
teoremą galima rasti I skyriuje arba priede B. 


. Įrodykite, kad |/'5 — iracionalus skaičius. 
„ Įrodykite, kad / 15— iracionalus skaičius. 
. Įrodykite, kad V 54 V 3— iracionalus skaičius. 


. Įrodykite, kad V= iracionalus skaičius. 
. Žinome, kad a (alfa) — iracionalus skaičius. Įrodykite, kad skai- 


DJI A O N 


= 1 ; ias 
čius a-!= — —tai pat iracionalus. 
a 


7. Ar skaičius 0 racionalus, ar iracionalus? 


§ 6. MŪSŲ VARTOJAMI ŽODŽIAI 


Kalba, kuria naudojamės įvairioms skaičių klasėms ap- 
rašyti, yra mūsų istorinio paveldo dalis, ir todėl vargu ar 
ji pasikeis, nors mes ir jaučiame, kad kai kurie jos žodžiai 
vartojami šiek tiek neįprastai. Pavyzdžiui, kasdieninėje 
kalboje, ką nors nusakydami kaip „iracionalų“, paprastai 
turime mintyje kažką nesuvokiamą mūsų protu, kažką ne- 
įmanomą pažinti. Tačiau, savaime aišku, kad iracionalių 
skaičių — pavyzdžiui, vienetinio kvadrato įstrižainės il- 
gio — nelaikome kažkuo neįmanomu pažinti. Senovės grai- 
kai, matyt, labai nustebo, aptikę iracionalius skaičius, nes 
iki tol jie manė, kad, turint dvi bet kurias tiesių atkarpas 
(sakykime, kvadrato kraštinę ir įstrižainę), visada egzis- 
tuoja du sveiki skaičiai a ir b, kurių santykis lygus duo- 
tujų atkarpų ilgių santykiui. Vadinasi, žodžio „racionalus“ 
matematinė prasmė yra susijusi su sveikųjų skaičių san- 
tykiu, o „iracionalus“ — su tokio santykio nebuvimu, 

Žodis „bendramačiai“ taip pat buvo vartojamas pava- 
dinti dviem ilgiams, kurių santykis yra racionalus skai- 
čius. Du bendramačiai ilgiai yra susiję taip, kad vieną iš 
jų galima „išmatuoti“ kitu šitokia prasme: egzistuoja toks 
sveikasis skaičius k, kad, pirmąją atkarpą padalijus į k 
lygių dalių, kurių kiekvienos ilgis lygus I, antrąją atkarpą 
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irgi galima padalyti į sveiką skaičių, pavyzdžiui m, lygių 
dalių, kurių kiekvienos ilgis taip pat lygus /. Tokiu atve- 
ju minėtųjų ilgių santykis lygus 


kl k 


m! m" 


t. y. šis santykis yra racionalus skaičius (11 pav.). 


(> 
--—-———————17 
0 1 2-2. i 4-1 k 


11 pav. 


Jei atkarpų (pavyzdžiui, kvadrato kraštinės ir įstrižai- 
nės) ilgių santykis yra iracionalus, tai aukščiau minėtos 
konstrukcijos atlikti neįmanoma, nors ir labai didelis būtų 
skaičius k (nors ir labai maža būtų atkarpa Į)! Tokiu at- 
veju nagrinėjamosios atkarpos vadinamos nebendrama- 
tėmis. 


. yy Jė ri r. I —— . e .{ tyi: 

Tokie skaičiai, kaip]/ 2,1/ 24, kuriuos galima išreikšti 

bendru simboliu va (a — racionalus, n — natūrinis 
skaičius), vadinami radikalais. 


Terminas „realieji skaičiai“ yra dar vienas istorinio 
paveldo pavyzdys. Jeigu dabar reikėtų jiems sugalvoti var- 
dą, tai juos, gal būt, pavadintume „vienmačiais skaičiais“. 
Šiaip ar taip, bet skaičių, nepriklausančių realiųjų skaičių 
klasei, nelaikome „nerealiais“. Skaitytojas, gal būt, yra 
susipažinęs su kompleksiniais skaičiais, kurių atskiras at- 
vejis yra realieji skaičiai. Kompleksiniu skaičiumi vadina- 
mas skaičius a+bi, jei a ir b — realieji skaičiai, o i ten- 
kina sąlygą i= —1. Šis apibrėžimas čia pateiktas tik tam, 
kad būtų aptarti visi skaičių klasių pavadinimai. Šioje 
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ar ads Žau žė N 


knygoje nagrinėjami tiktai realieji skaičiai, todėl plates- 
nės skaičių klasės — kompleksinių skaičių aibės — čia ne- 
liesime. 


§ 7. PRITAIKYMAS GEOMETRIJAI 


Dauguma geometrijos vadovėlių palieka spragas tuo- 
se įrodymuose, kuriuose susiduriama su iracionaliais skai- 
čiais. Šios spragos susijusios su tuo, kad įrodinėjant nagri- 
nėjamas tik „racionalus atvejis“, o apie „iracionalų atvejį“ 
nutylima. Dažniausiai taip atsitinka su šitokiu teiginiu. 

1 teorema. Jeigu tris lygiagrečias tieses kerta dvi tie- 
sės taškuose A, B, C, Æ’, B’, C’, kaip nurodyta 12 paveiks- 
le, tai 


čia, pavyzdžiui, AB reiškia tiesės atkarpos su galais A ir 
B ilgį. 


12 pav. 


Šia teorema galima remtis, įrodant pagrindinę 
teoremą apie panašius trikampius: jei trys 
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vieno trikampio kampai atitinkamai lygūs trims kito tri- 
kampio kampams, tai atitinkamosios tų trikampių krašti- 
nės yra proporcingos (13 pav.). Šis rezultatas savo ruož- 
tu dažnai panaudojamas, įrodant Pitagoro teoremą, todėl 


A (ON A A N 


13 pav. 


visa trigonometrija ir analizinė geometrija praktiškai ku- 
riama, remiantis minėtomis teoremomis. 

Dabar įrodysime 1 teoremą tuo atveju, kai santykis a 
yra iracionalus. Be įrodymo tariame, kad ji teisin- 


2 5 „ AB ; 
ga tuo atveju, kai santykis 55 yra racionalus, nes ta teo- 
remos dalis visai korektiškai įrodoma visose elementari- 


nės geometrijos knygose. Prieš pradedant įrodinėti 1 teo- 
r i „ AB ; s 

remą tuo atveju, kai santykis pg Yra iracionalus, bus 

naudinga nustatyti tokį pagalbinį rezultatą, irgi susijusį 

su tuo pačiu brėžiniu, pavaizduotu 12 paveiksle. 


2 teorema, Jei m ir n — tokie teigiami sveiki skaičiai, 
kad 


tai 


Įrodymas. Iš pradžių šiek tiek papildysime brėži- 
nį. Atkarpą BC padalykime į n lygių dalių ir tarkime, kad 
kiekvienos dalies ilgis lygus a. Tada BC=na. Toliau at- 
karpoje BA atidėkime paeiliui m atkarpų, kurių ilgiai ly- 
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gūs a, ir labiau nutolusį nuo B paskutinės atkarpos galą 
pažymėkime raide D. Pirma parodysime, kad taškas D yra 
tarp B ir A, kaip parodyta 14 paveiksle. 


14 pav. 


Kadangi BC=na, o DB=ma, tai 


Bet pagal teoremos prielaidą 


m AB 
n SBC’ 
todėl 
AB 
BC < Bl: 


Iš paskutinės nelygybės išplaukia, kad DB<AB, nes abi 
trupmenos turi tą patį vardiklį BC. Vadinasi, atkarpa DB 
trumpesnė už atkarpą AB, ir todėl taškas D yra atkarpos 
AB viduje. 

Toliau per visus dalijimo taškus nubrėžiame tieses, ly- 
giagrečias tiesei AA’. Tarkime, kad tiesės AB tašką D ati- 
tinka tiesės A'B’ taškas D’, kaip nurodyta 14 paveiksle. 
Pagal 1 teoremą (kurią laikome teisinga be įrodymo) 
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racionaliu atveju atkarpa B'C' turi pasidalyti į n lygių 
dalių, o D'B' —į m lygių dalių; vienos ir kitos E bus 
vienodo ilgio. Vadinasi, 

DB m 

B'C' n` 


Bet iš 14 paveikslo matyti, kad D'B'<A'B'; todėl 
D'B' A'B’ m -A'B 


BDOS BO’ SET. 
Taip pat pastebėsime, kad aie ir kitas teiginys. 


3 „m. AB — A'B’ 
2' teorema. Jei 2756 , tai ir 2-2 


Si teorema visiškai panaši į 2 harema ir įrodoma ana- 
logiškai. 

Dabar, pasinaudodami įrodytosiomis 2 ir 2 teoremo- 
mis, įsitikinsime, kad 1 teorema teisinga ir tuo atveju, kai 


santykis 2 lygus iracionaliam skaičiui p. Tam 
reikalui panaudosime skaičiaus f dešimtainę išraišką, apie 
kurią kalbėjome $ 2. 


Iliustruodami tai, ką ketiname daryti, tarkime, pavyz- 
džiui, kad B=1=3,14159... Tada 


(1) 
314 315 
100 << m 1007 


3141 3142 . 


o0 <P< mo IT t t 


Racionalios trupmenos, surašytos kairiajame stulpelyje 
atitinkamai lygios dešimtainėms trupmenoms 3; 3,1; 3,14; 
3,141 ir t. t., paimtoms iš skaičiaus $ dešimtainės išraiš- 
kos. Trupmenos, parašytos dešinėje, gaunamos, pridedant 
prie pirmųjų trupmenų atitinkamai 1; 0,1; 0,01; 0,001 ir t. t. 


66 


(1) nelygybių seka yra begalinė. Mes parašėme tik pir- 
mąsias keturias nelygybes. Visos šios nelygybės (imant 
jų begalinę seką!) visiškai apibūdina tą skaičiaus p 
reikšmę, kurią nagrinėjame, būtent: B=. Kitaip sakant, 
jei skaičius B tenkina visas (1) sekos nelygybes, tai jis 
lygus m. 

Savaime aišku, kad (1) nelygybės tinka tik iliustruo- 
jančiam bendrąjį atvejį pavyzdžiui, kai B reikšmė lygi m. 
Baigę nagrinėti šį pavyzdį, pastebėsime, kad iš bet kurio 
iracionalaus skaičiaus B dešimtainės išraiškos gauname 
nelygybiųu seką 


wo << mo ir ir t t, 


kuri vienareikšmiai apibrėžia p. Kiekviena iš tų nelygy- 
bių rodo, kad skaičius B yra įterptas tarp tam tikrų ra- 
cionalių skaičių. Simboliai ai, a2, a3,..., parašyti nelygy- 
bėse, reiškia atitinkamus sveikuosius skaičius. 


Įrodymo planas bus toks: tarę, kad „a = p", stengsi- 
mès įrodyti, kad p“, kaip ir B, tenkina visas (2) nelygybes. 
Iš to išplauks skaičių p“ ir B visiškas sutapimas, nes (2) 
nelygybės vienareikšmiai apibrėžia skaičių B. Taigi gau- 
sime 
„AB 
Ko "B. 


alè 
w 


Dabar belieka įrodyti, kad p“ tenkina visas (2) sekos 
nelygybės. Tam reikalui naudosimės Ž teorema. Iš pradžių 


a3 


A r | pa a; 
imkime kurią nors iš trupmenų TS 2 T00 


ir t: t., pavyz- 
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džiui, trupmeną 5 „ir laikykime ją 2 teoremoje minimu 


. + eve „m {ve 
racionaliu skaičiumi n Tada šios teoremos sąlyga 


ekvivalenti nelygybei 


kuri parašyta (2) sekoje. Vadinasi, pagal 2 teoremos iš- 
vadą 


t. y. 


Matome, kad f“ tenkina tokias nelygybes: 


; Gp 


a 
T <P o <P mo B mo <P i t t 
Panašiai remdamiesi 2’ teorema, gauname kitas nelygybes: 


p<aži, pe, paai, AS 
1000 


Vadinasi, skaičius p“ taip pat, kaip ir skaičius p, tenkina 
visas (2) sekos nelygybės. Todėl B=p“. Tuo ir baigiamas 
1 teoremos įrodymas. 


$ 8. TRUMPOS IšVADOS 


Šiame skyriuje buvo pabrėžta, kad kiekvienas realusis 
skaičius gali būti susietas su vienu ir tik su vienu „realio- 
sios tiesės“ tašku. Taip pat įsitikinome, kad kiekvienas rea- 
lusis skaičius išreiškiamas tik viena begaline dešimtaine 
trupmena (tariame, kad atsisakyta dešimtainių trupmenų, 
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kurios baigiasi begaline nulių seka, t. y. baigtinių dešim- 
tainių trupmenų). Toks iracionalaus skaičiaus išreiškimas 
begaline dešimtaine trupmena buvo panaudotas $ 7, įro- 
dant labai svarbią elementarinės geometrijos teoremą. Be 


to, įsitikinome, kad kai kurie skaičiai, sakykime, Į/ 2,]/ 3, 


y 2+1/ 3 ir t. t., yra iracionalūs. Tačiau mūsų šiam tikslui 
taikyti metodai tinka tik atskiriems atvejams, o bendro 
metodo, kuriuo remdamiesi galėtume nustatyti, ar duotasis 
skaičius yra racionalus, ar iracionalus, nenurodėme. 
Ketvirtame skyriuje iracionalius skaičius tirsime šiek 
tiek sistemingiau. Ten paruošime metodą, kuriuo naudo- 
jantis galima nustatyti plačios klasės skaičių iracionalumą. 


J SKYRIUS 
IRACIONALŪS SKAIČIAI 


Siame ir tolesniuose skyriuose matysime, kad realiuo- 
sius skaičius galima skirstyti ne tik į racionalius ir iracio- 
nalius, bet ir į dvi kitokias klases. Pirmajai klasei priski- 
riami vadinamieji algebriniai skaičiai — tokie skaičiai, ku- 
rie yra algebrinių lygčių su sveikais koelicientais šaknys. 
Antrąją klasę sudaro skaičiai, nepriklausą pirmajai klasei; 
jie vadinami transcendentiniais skaičiais. Skaičių skirsty- 
mo į pirmąją ir antrąją klases prasmė paaiškės iš tolesnio 
teksto. Bet jau dabar pastebėsime, kad kai kurie algebri- 
niai skaičiai yra racionalūs, o kiti — iracionalūs; tuo tar- 
pu visi transcendentiniai skaičiai — iracionalūs. 

Pagrindinis šio skyriaus tikslas — nurodyti sisteminį 
metodą, pagal kurį nustatoma, ar duotasis algebrinis skai- 
čius yra racionalus, ar iracionalus. (Iš tikrųjų bendros 
algebrinių skaičių teorijos čia nenagrinėsime, o tik pritai- 
kysime savo metodą daugeliui pavyzdžių.) Tačiau, prieš 
pereidami prie to metodo, pirma ištirsime kai kurias pa- 
prastas iracionalių skaičių aibės savybes. 


$ 1. UŽDARUMO SAVYBĖS 
Priešingai racionaliems skaičiams, kurių aibė, kaip jau 


įsitikinome, yra uždara sudėties, atimties, daugybos ir da- 
lybos atžvilgiais (išskyrus dalybą iš nulio), iracionalių 


skaičių aibė neturi nė vienos minėtųjų savybių. Tuo | 


įsitikinsime toliau, o dabar įrodysime teoremą, kuria rem- 
damiesi iš vieno duotojo iracionalaus skaičiaus galime su- 
daryti be galo daug iracionalių skaičių. 

1 teorema. Tarkime, kad a— laisvai pasirinktas iracio- 
nalus skaičius, o r— bet kuris racionalus skaičius, nelygus 
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nuliui. Tada skaičių a ir r suma, skirtumas, sandauga ir 
dalmuo — iracionalūs skaičiai. Be to, skaičiai —a ir ar! 
irgi iracionalūs. 

Įrodymas. Minėtąsias išvadas lengva gauti, tai- 
kant netiesioginio įrodymo metodą. Tarkime, pavyzdžiui, 
kad skaičius —a yra racionalus, sakykime, —a=r'; r — 
racionalus skaičius. Tokiu atveju a=—r", o skaičius —7“ 
racionalus. Vadinasi, gavome prieštaravimą, nes pagal są- 
lygą skaičius a iracionalus. 


L: 


Teoremoje tvirtinama, kad —a, a"!=—, a+r, a-r, 
a 


r-a, ra, = ir r — iracionalūs skaičiai. Ką tik išnagri- 
nėjome skaičių —a. Kai dėl įrodymo, kad a“! yra iraciona- 
lus skaičius, pastebėsime, kad šis faktas yra atskiras skai- 
čiaus iracionalumo atvejis (pakanka imti 7=1), todėl 
nebūtina skaičių a“! nagrinėti atskirai*. 

Likusius šešis teiginius įrodysime iš karto vienu sam- 
protavimu. Jeigu vienas ar daugiau mus dominančių reiš- 
kinių būtų racionalus skaičius, tai būtų teisinga. viena ar 
daugiau žemiau parašytų lygybių: 


a+r=r;, U—-r=fo, r—-a=r3, ra=rą, 


a r k 
77! 7 me 


čia ri, ro, f3, ra, rs, re— atitinkami racionalūs skaičiai. Iš- 
sprendę parašytąsias lygtis „nežinomojo“ a atžvilgiu, gau- 
name 


B 
a=r1—7, Q=r2 +f, a=r-rf3, =>, 


an r 

a=rrs, U= 7. 
Racionalių skaičių aibė yra uždara sudėties, atimties, 
daugybos ir dalybos atžvilgiais, todėl dešinėse šių lygy- 


* Tarp kita ko, pastebėsime, kad skaičiaus —a irgi galima atski- 
rai nenagrinėti, nes —a=r—a, jei r=0.— Rus. leid. red. pastaba. 
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bių pusėse yra racionalūs skaičiai. Kadangi a— iraciona- 
lus skaičius, tai visos parašytosios lygybės neteisingos. 
Todėl nė vienas iš skaičių a+r, a—r ir t. t. negali būti 
1acionalus. Taigi teoremos įrodymas baigtas. 

Remiantis 1 teorema, iš vieno iracionalaus skaičiaus, 
pavyzdžiui, iš 2, galima sudaryti plačią iracionalių skai- 
čių klasę. Pritaikant kiekvieną iš teoremos teiginių, gali- 
ma sakyti, pavyzdžiui, kad visi skaičiai 


z 1 > z s V2. 4 
—V 2 = V 2+5, 3— V 2, —2y 2, T 


yra iracionalūs. Kadangi yra be galo daug racionalių skai- 
čių, kuriuos galima panaudoti kiekviename iš pirmųjų ke- 
turių teoremos teiginių, tai aišku, kad šitokiu būdu galima 
sudaryti begalinę iracionalių skaičių aibę. 

Galime tęsti toliau. Kiekvieną nurodytu būdu sudarytą 
skaičių, sakykime, Į 2+5 laikome pradiniu iracionaliu 
skaičiumi a, minimu 1 teoremoje. Šitaip gausime naują 
begalinę iracionalių skaičių aibę, kilusią iš to skaičiaus. 
Imant/ 2+5, tokie skaičiai, pavyzdžiui, būtų 


—y2-5, s, Vis, sias, BB 
ir t. t. 

Ar uždara iracionalių skaičių aibė sudėties atžvilgiu? 
Ne, neuždara. Norint tuo įsitikinti, pakanka nurodyti du 
tokius iracionalius skaičius, kurių suma yra racionalus 


skaičius. Praeitame skyriuje nustatėme, kad skaičiusļ/ 2 
iracionalus. Iš lteoremos aišku, kad -y 2 taip pat ira- 
cionalus. Tuo tarpu skaičiųļ/ 2 ir —ļ/ 2 suma, lygi nuliui, 
yra racionali. Iracionalių skaičių 3+]/ 2 ir 5—ļ/2 suma | 


taip pat racionali. Sudėję skaičius rı +a ir 7x—a (ri ir r — | 
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racionalūs skaičiai, a — iracionalus), gausime racionalų 
skaičių. i 

Nors iracionalių skaičių aibė nėra uždara sudėties at- 
žvilgiu, bet tai nereiškia, kad, sudėjus du bet kuriuos 
iracionalius skaičius, visada gaunamas racionalus skaičius. 
Neuždarumas reiškia tik tai, kad yra bent vienas at- 
vejis, kai iracionalių skaičių suma yra racionali. Sudėję 
du iracionalius skaičius, galime gauti tiek racionalių, tiek 
ir iracionalių skaičių; tai priklauso nuo skaičių, kuriuos su- 
dedame. Tuo tarpu, kai skaičių |/ 2 ir —|/ 2 suma yra ra- 
cionali, skaičių y2 iry 3 suma, kaip įsitikinome praeita- 
me skyriuje, yra iracionali. 

Ar uždara iracionalių skaičių aibė atimties atžvilgiu? 
Savaime aišku, kad ne, nes atimant, pavyzdžiui, iš skai- 
čiausĮ/ 2 tą patį skaičių, gaunamas racionalus skaičius 0. 

Analogiškai įsitikiname, kad iracionalių skaičių aibė 
“èra uždara daugybos ir dalybos atžvilgiu. Šio fakto įro- 


dymas tiek panašus į ankstesnius samprotavimus, kad jį 
įrodyti paliekame skaitytojui kaip pratimą (žr. žemiau). 


Pratimai 


(Sprendžiant kai kuriuos pratimus, gal būt, bus naudinga žinoti 
praeitame skyriuje įrodytus faktus, būtent, kad skaičiai y2. ve V 6 


ir 1 2+ y3 yra iracionalūs.) 


l. Nurodykite du iracionalius skaičius, kurių skirtumas — iracionalus 
skaičius. 

2. Nurodykite du iracionalius skaičius, kurių sandauga — racionalus 
skaičius, ir tuo“ pačiu įrodykite, kad iracionalių skaičių aibė neuž- 
dara daugybos atžvilgiu. 

4. Nurodykite du iracionalius skaičius, kurių sandauga — iracionalus 
skaičius. $ 

4. Nurodykite du iracionalius skaičius, kurių dalmuo — racionalus skai- 
čius, ir tuo pačiu jrodykite, kad iracionalių skaičių aibė neuždara 
dalybos atžvilgiu. 
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5. Nurodykite du iracionalius skaičius, kurių dalmuo — iracionalus 
skaičius. l 

*6. Įrodykite, kadĮ/ 3( V 5—3) — iracionalus skaičius. 

7. Tarkime, kad a — teigiamas iracionalus skaičius. Įrodykite, kad skai- 


čiusĮ/ a irgi iracionalus. 
8. Tarkime, kad a ir B — iracionalūs skaičiai, o 446 — racionalus. Įro- 
dykite, kad 4—6 ir 04-26 — iracionalūs skaičiai. 


$ 2. ALGEBRINĖS LYGTYS i 


Praeitame skyriuje buvo įrodyta, kad skaičiai]/ 2,|/ 3 
irq 6 yra iracionalūs. Kaip būtų galima laukti (arba, gal 
būt, kaipskaitytojas jau žino), tokie skaičiai, kaipļ/ 7y 5> 
i Vo irgi iracionalūs. Mūsų artimiausias tikslas — pa- 
gal tam tikrą bendrą schemą įrodyti, kad visi šio tipo skai- 


čiai yra iracionalūs. Tuo tikslu nuo pačių skaičių pereisime 
prie paprastų algebrinių lygčių, kurių šaknys yra duotieji 


skaičiai. Pavyzdžiui, |/ 2 yra lygties x2—2=0 šaknis; ki- 
taip sakant, skaičius]/ 2 tenkina lygtį x2—2=0. Kiti aukš- 
čiau minėti skaičiai tenkina tokias lygtis: 


V3 x? i 3 = 0, 


V 6 2—-6=0, 
V T, 2-7=0, 
y5 x3—5=(), 
V 91, #—91=0. 
Vėliau įsitikinsime, kad visos šios lygtys ir apskritai. i 


visos lygtys, tenkinančios tam tikras papildomas sąlygas, 
neturi racionalių šaknų. Tačiau pirma reikia apibrėžti ke- 


74 


letą sąvokų, kuriomis naudosimės, aprašydami nagrinėja- 
mąsias lygtis. 

Kvadratinių daugianariu x atžvilgiu vadiname reiškinį 
ax?+bx+c, kuriame a, b, c — kokie nors skaičiai, vadina- 
mi daugianario koeficientais. Kubinis daugianaris, arba 
3-jo laipsnio daugianaris, — tai reiškinys ax34+bx?4+cx+d. 
Norint išvengti vis naujų ir naujų raidžių, didėjant dau- 
gianario laipsniui, bus patogu naudoti šitokį užrašymą: 


C3X3 + CoX? + C1X + Co. 


Bet kurio n-tojo laipsnio daugianariu (n — sveikas teigia- 
mas skaičius) laikomas reiškinys 


CnX” + P +... 0 X +0, 


jei cn nelygus nuliui. Algebrine n- tojo Ipso lygtimi va- 
dinama lygybė l 


CnX? + 04 X! +... 0X+-C0=0. (1) 


Skaičiai Co, C1, C2, ... Cn (CnÆ0) vadinami (1) lygties koe- 
ficientais. 


Pavyzdys. Reikia nustatyti lygties 
3x8 +2x5— xt +10x3+4x—7=0 


laipsnio n, koeficiento cn ir kitų koeficientų reikšmes. 


Atsakymas. Tiesiogiai palyginę duotąją lygtį su | 
(1) formule, matome, kad 


n=6; C6=3, G=% c= —l], c3=10, C2=0, 
c,=4, Co = —7. 


Pastebėsime štai ką: reikalavimas, kad visi (1) lygties 
koeficientai būtų sveikieji skaičiai, nėra griežtesnis 


75 


už reikalavimą, kad koeficientai būtų racionalūs 
skaičiai. Iš tikrųjų, jeigu koeficientai yra racionalūs, tai 


kur visi a ir b — sveikieji skaičiai. Visas šias trupmenas: 


A) a M 


Bo’ Bi? ba? 
galima parašyti taip, kad jos turėtų vienodus vardiklius, 
pavyzdžiui, vardiklis būtų sandauga bobıb2...bn. Po to 
abi lygties puses padauginę iš to bendrojo vardiklio, gau- 
sime naują lygtį, kurios visi koeficientai bus sveiki, o šak- 
nys sutaps su pirmosios lygties šaknimis. 

Priminsime, kad lygties su nežinomuoju x šaknimi va- 
dinamas skaičius, kurį parašius lygtyje vietoj x, gauname 
teisingą skaitinę lygybę. Pavyzdžiui, skaičius Į/ 7, kaip jau 
" minėjome anksčiau, yra lygties x2—7=0 šaknis. 

Pavyzdys. Patikrinkite, ar 2 yra lygties 10x°+ 
--6x24+x—2=0 šaknis. 

Atsakymas. Duotojoje lygtyje vietoj x parašome 


Z ir gauname 
10-(5) +6- (5) +5 -2- 0. 


Kad ši lygybė sijos "įsitikiname, atlikę aritmetinius 
veiksmus. Vadinasi, Z yra nagrinėjamosios lygties šaknis. 


Dabar jau esame pasiruošę spręsti pagrindinį savo už- 
davinį. Dar kartą pabrėžiame, kad metodas, kuriuo galvo- 
jame pasinaudoti, spręsdami klausimą, ar duotasis skai- 
čius yra iracionalus, pritaikomas tada ir tik tada, kai ga- 
lima parašyti algebrinę lygtį, kurios viena šaknis yra 
nagrinėjamasis skaičius. Šis metodas pritaikomas ne tik 
skaičiams, kurių iracionalumu įsitikinome praeitame sky- 
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riuje, bet ir visiems skaičiams, kuriuos galima parašyti, 
naudojantis baigtine ženklų +, —, X, : ir V kombinaci- 
ja, jungiančia racionalius skaičius ir jų kombinacijas. 


Skaičius 
Vyživs+VYVT -YT 
15555 


yra gana sudėtingas čia aptarto tipo skaičiaus pavyzdys. 

Šioje knygoje nebus įrodyta, kad visi tokie skaičiai 
yra algebrinių lygčių su sveikais koeficientais šaknys*, bet 
bus sudarytos algebrinės lygtys, kurių šaknys yra dauge- 
lis konkrečių šio tipo skaičių. 


Pratimai 


1. Nustatykite n, Cn ir t. t. reikšmes, jei (1) lygties vaidmenį atlieka 
tokia lygtis: 
a) 15x3—23x24-9x—1=0, 
b) 3x34-2x27—3x—2=0, 
c) 2434-7x2—3x—18=0, 
d) 2x1—x2—3x415=0, 
e) 3x5—5x34-6x2—12x +8=0, 
1) x1—3x2—5x1+9=0. 


2. a) Ar L yra lygties a) šaknis? 


b) Ar — > yra lygties b) šaknis? 


c) Ar Š yra lygties c) šaknis? 


d) Ar 2 yra lygties d) šaknis? 
e) Ar —2 yra lygties e) šaknis? 


i) Ar = yra lygties a) šaknis? 
3. Įrodykite, kad y7 yra lygties A x?— Ž =0 Sakis 


* Sis teiginys iš tikrųjų teisingas.— Rus. leid. red. pastaba. 
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4. Įrodykite tokį teiginį: jei kcks nors skaičius yra algebrinės lygties 


23 a, 02 pp 20 0 
d L i 


su racionaliais koeficientais = ir t. t. šaknis, tai tas skaičius yra 
3 
ir kurios nors algebrinės lygties su sveikais koeficientais šaknis. 
5. Apibendrinkite praeito pratimo rezultatą, pritaikydami jį n-tojo laips- 
nio lygčiai. 


$ 3. RACIONALIOS ALGEBRINIŲ LYGčČIŲ 
"SAKNYS 


Dabartinis mūsų tikslas — išvesti paprastą taisyklę (ji 
žemiau suformuluota kaip 3 teorema), kuria remiantis ga- 
lima rasti visas kiekvienos algebrinės lygties su sveikais 
koeficientais racionalias šaknis. Vadinasi, mokėsime at- 
skirti lygties racionalias šaknis nuo iracionalių ir tuo pa- 
čiu nustatyti plačios klasės skaičių iracionalumą. 

Pirmiausia išvesime pagalbinį rezultatą. 


2 teorema. Tarkime, jog u, v ir w — tokie sveikieji skai- 


čiai, kad u yra sandaugos vw daliklis, o u ir v — reliatyviai. 


pirminiai (t. y. neturi bendrų pirminių daliklių). Tada u 
yra skaičiaus w daliklis. Apskritai, jei u yra sandaugos 
vnw daliklis, n — bet kuris sveikas teigiamas skaičius, o 
u ir v — reliatyviai pirminiai, tai u yra skaičiaus w da- 
liklis. 

Prieš imdamiesi teoremos įrodymo, paaiškinsime ją ke- 
liais pavyzdžiais. 

1) Tarkime, kad u=2, v=3, o vw=12. Skaičiai 2 ir 
3 reliatyviai pirminiai. Be to, 12 dalijasi iš 2, todėl 2 teo- 
remos sąlygos išpildytos. Išvada, kurioje sakoma, kad 2 
yra skaičiaus w= 2 =4 daliklis, savaime aišku, irgi tei- 


singa. 
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2) Tarkime, kad u=4, v=5, všw=500. Skaičiai 4 ir 5 
reliatyviai pirminiai, o 500 dalijasi iš 4. Bendresnis tei- 
ginys, kad 4 yra skaičiaus w= -4 daliklis, irgi teisin- 
gas. 

Įrodymas. Pagrindinis teiginys, kuriuo čia teks 
remtis, yra pagrindinė aritmetikos teorema, įrodyta šios 
knygos pabaigoje, priede B. Remiantis šia teorema, skai- 
čius u, v ir w galima išreikšti pirminių daugiklių sandau- 
ga tik vienu būdu. Kadangi vw dalijasi iš u, tai visi pir- 
miniai skaičiaus u daugikliai yra ir skaičiaus vw pirminiai - 
daugikliai; be to, jei kuris nors pirminis skaičius p skai- 
čiaus u skaidinyje turi laipsnį a, tai p skaičiaus vw skai- 
dinyje turi laipsnį B, mažų mažiausiai lygų a (t. y. 8>a). 
Kadangi u ir v neturi bendrų pirminių daugiklių, tai visi 
pirminiai skaičiaus u daugikliai yra ir skaičiaus w skai- 
dinyje (be to, bent su tuo pačiu rodikliu). Vadinasi, u yra 
skaičiaus w daliklis. 

Paskutinį teoremos teiginį galima pagrįsti panašiu bū- 
du. Iš prielaidos, kad u ir v — reliatyviai pirminiai skaičiai, 
išplaukia, kad u ir v? taip pat reliatyviai pirminiai (neturi 
bendrų pirminių daliklių). Iš to, kaip ir aukščiau, gauna- 
me, kad skaičius v” nė kiek nepadeda skaičiaus v"w dalu- 
mui iš u; todėl u turi būti skaičiaus w daliklis, 

Dabar jau sukaupėme pakankamai paruošiamosios me- 
džiagos tokiai teoremai suformuluoti ir įrodyti. 


3 teorema. Duota bet kuri algebrinė lygtis 


CaX +Cn—1X! + On XT. 0-0 x +00=0 (1) 


su sveikais koejicientais. Jei ši lygtis turi racionalią šak- 
„a a P P + . 
ni p trupmeng + laikysime nesuprastlinama | , tai a yra 


skaičiaus co daliklis, o b — skaičiaus cn daliklis. 
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Ir šį kartą, prieš imdamiesi įrodinėti teoremą, paaiškin- 
sime ją pavyzdžiais. Imsime lygtį 


2x3—9x2+10x—3=0. 


Teoremoje teigiama, kad tuo atveju, kai + yra duotosios 


lygties racionali šaknis, o trupmena = nesuprastinama, 
būtinai a yra skaičiaus — 3 daliklis, o b — skaičiaus 2 da- 
liklis. Vadinasi, a gali įgyti tik reikšmes +1, —1, +3 ir 
—3, o b reikšmės gali būti +1, —1, 42, —2. Kombinuo- 
dami šias reikšmes, matome, kad visos racionalios šaknys 
priklauso tokiai trupmenų aibei: 


PD -Ar EL O aus o Gi e 
+1? —1* +2? =? +1?’ — 71 > — 9? 
AA kas sa os Ap AS 
m= = p Si a ri 


Parašytoje aibėje yra tik aštuoni skirtingi skaičiai, būtent: 
1, —1, 3, 2, 3, 7 2. Įstatydamas šiuos skaičius 
į duotąją lygtį, skaitytojas lengvai gali įsitikinti, kad jos 
šaknys iš tikrųjų yra tik skaičiai 1, % ir 3. 

Įrodymas. Tarkime, kad Z yra (1) lygties šaknis. 
Tai reiškia, kad iš (1) lygties, vietoj x įrašius skaičių $, 
gaunama teisinga lygybė 

—-1 2 
cn (5) teifi] +.. +o) +c; = +co=0. (2) 


Kad skaitytojui būtų lengviau sekti įrodymo detales, pir- 

ma išnagrinėsime atskirą atvejį, kai n=3. Truputį vėliau 

panašų samprotavimą atliksime ir bendruoju atveju. 
Kai n=3, (2) lygybė pasidaro tokia: 


3 2 
e (5) +C (5) +ĉi = +co=0. 
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Visus šios lygybės narius padauginę iš 63, gauname 
C503 + c902b + 1,06? + cob? = 0. (3) 
(3) lygybę parašysime šitaip: 
C503= —(902b — cab? — cob? 
ir dešinėje pusėje iškelsime b už skliaustų: 
c503=b(—c502— cab — cob?) . 
Iš gautosios lygybės matyti, kad b — skaičiaus c3a3 dalik- 
lis. Dabar pritaikykime 2 teoremą, skaičius u, v ir w pakeis- 


dami atitinkamai skaičiais b, a ir c3. 2 teoremos prielaida, 
kad u ir v neturi bendrų pirminių daliklių, išpildyta, nes 


trupmena nesuprastinama, t. y. a ir b — reliatyviai pir- 
miniai skaičiai. Todėl, remiantis 2 teorema, b — skaičiaus 
c3 daliklis. Šis faktas yra 3 teoremos išvados dalis, kai 
n=3, nes šiuo atveju cn sutampa su c3. 


Toliau (3) lygybę parašysime šitaip: 
Cob? = —c ab? —c902b — 303 
ir dešinėje pusėje iškelsime a už skliaustų: 
c4b3=a(—c;,b?—c2ab — c30?) . 
Iš paskutinės lygybės matyti, kad a — skaičiaus cob? da- 
liklis. Samprotaudami iš esmės taip pat, kaip ir anksčiau, 
vėl pritaikome 2 teoremą ir įsitikiname, kad a yra skai- 
čiaus co daliklis. Vadinasi, teorema įrodyta tuo atveju, kai 
n=3. 

Norint teoremą įrodyti bendruoju atveju (kai n — bet 
kuris sveikas teigiamas skaičius), reikia grįžti prie (2) ly- 
gybės. Abi jos puses padauginę iš b”, gausime 

Cna” Cna ™!b +... +c20?b2 +0,ab"T-1+-c4b"=0. (4) 
(4) lygybę galima parašyti šitaip: 

Cna” = — Cn10™!b —. . . — cCo0?br 2 — ciabh! — cob". 
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Dešinėje pusėje iškelsime b už skliaustų: 
Cna” =b (—cna™!— ... — C20?bn3— cab"? — cob). 


Iš paskutinės lygybės matyti, kad b yra sandaugos cna” 
daliklis. Pritaikome 2 teoremą, skaičius u, v ir w pakeis- 
dami atitinkamai skaičiais b, a ir cn, ir gauname, kad b 
yra skaičiaus c,„ daliklis. 

Pagaliau (4) Ivgybę parašysime šitaip: 


Cob” =a (— Cna”! — ,., —co ab"? — c,b™!). 


Iš gautosios lygybės matyti, kad a yra sandaugos cob” 
daliklis. Vėl pritaikę 2 teoremą, kurioje u, v ir w pakeisti 
atitinkamai skaičiais a, b ir co, įsitikiname, kad a yra skai- 
čiaus co daliklis. 

Buvo galima išvengti samprotavimų, išdėstytų pasku- 
tinėje pastraipoje, pastebėjus, kad (4) lygybė yra simetriš- 
ka: joje b užima visiškai tokią pat vietą cn atžvilgiu, kokią 
užima a skaičiaus co atžvilgiu. 

Dabar pažiūrėsime, kokį gausime rezultatą, imdami 
La=l. 


1 išvada. Duota lygtis su sveikais koeficientais: 
XL la XT LCa XT 2 . . HCX? +C +Co=0. 


Jei ši lygtis turi racionalią šaknį, tai ta šaknis yra sveikas 
skaičius ir, be lo, skaičiaus co daliklis. 

Įrodymas. Imkime bet kurią racionalią šaknį - r 
Skaičių b galima laikyti teigiamu, nes priešingą atvejį ga- 
lima suvesti į teigiamą skaičių, minuso ženklą priskiriant 
skaičiui a. Remiantis 3 teorema, 6 turi būti skaičiaus Cn 
daliklis, t. y. skaičiaus 1 daliklis. Bet skaičius 1 turi tiktai 
du daliklius: +1 ir —1. Taigi b= +1!, nes b susitarėme lai- 
kyti teigiamu. Iš to aišku, kad bet kuri racionali šaknis iš- 


exi e a es . sxe x 
reiškiama trupmena 7 , t. y. ji yra sveikas skaičius a. Iš 


82 


tos pačios teoremos išplaukia, kad a yra skaičiaus c dalik- 
lis, o tai ir reikėjo įrodyti. 

Pavyzdys. Įrodysime, kad skaičius ]/ 7 yra iracio- 
nalus. 

Sprendimas.|/7 yra lygties x?—7=0 šaknis. Siuo 
atveju pagal įvestus žymėjimus n=2, c;=1, co= —7. 

Yra du keliai, kuriais galime naudotis. Einant pirmuo- 
ju keliu, remiamasi 1 išvada, samprotaujant šitaip: jeigu 
lygtis x2—7=0 turėtų racionalią šaknį z , tai šita šak- 
nis turėtų būti sveikas skaičius. Galima įsitikinti, kadļ/ 7 
nėra sveikas skaičius ir todėl nėra lygties x2—7=0 racionali 
šaknis. Bet Ļ/ 7 — tos lygties šaknis ir todėl turi būti ira- 
cionali. Aišku, kad y7 nėra sveikas skaičius, nes jis įterp- 
tas tarp dviejų gretimų sveikųjų skaičių 2 ir 3. Tai savo 
ruožtu išplaukia iš tokių nelygybių: 


4<7<9, 
Picy Tys, 
2</7 <3. 


Eidami antruoju keliu, remiamės visa 1 išvada. Pagal 
šią išvadą bet kuri racionali lygties x?—7=0 šaknis yra 
sveikas skaičius ir, be to, skaičiaus —7 daliklis. Skaičiaus 
—7 daliklių aibė susideda tik iš keturių skaičių: 1, —1, 
7 ir —7. Tiesiog įstatę į lygtį, lengvai įsitikinamė, kad nė 
vienas iš tų skaičių nėra nagrinėjamos lygties šaknis: vi- 
sos lygybės 


12—7=0, (—1)2—7=0,727—7=0, (—7)?—7=0 
yra klaidingos. Todėl lygtis x2—7=0 neturi sveikų, o tuo 


pačiu ir racionalių šaknų. Vadinasi, |/ 7 — iracionalus 


skaičius. 
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Pavyzdys. Įrodysime, kadj/ 5— iracionalus skai- 
čius. ; 

Sprendimas. y> yra lygties x3—5=0 šaknis. 
Pagal 1 išvadą, jeigu ši lygtis turi racionalią šaknį, tai 
"šaknis yra sveikas skaičius ir, be to, skaičiaus 5 daliklis. 
Skaičiaus 5 daliklių aibė susideda iš keturių skaičių: 1, 

—1, 5ir —5. Nė vienas iš tų skaičių nėra minėtosios lyg- 
ties šaknis, nes visos lygybės 
13—5=0, (—1)3—5=0, 53—5=0, (—5)?—5=0 


yra klaidingos. Vadinasi, lygtis x3—5=0 neturi racionalių 
šaknų, ir y5 — iracionalus skaičius. 

Du pateiktieji pavyzdžiai yra atskiri tokio bendro re- 
zultato atvejai. 

2 išvada. Jei a ir n— teigiami sveikieji skaičiai, tai 
skaičius ye — arba iracionalus, arba sveikasis. Antruo- 
ju atveju a yra n-tasis sveikojo skaičiaus laipsnis. 

“Įrodymas. Šis teiginys išplaukia iš 1 išvados, nes 
y a yra lygties x”—a=0 šaknis; jeigu tokia lygtis turi 
racionalią šaknį, tai šaknis yra sveika. Be to, jeigu skaičius 
Va yra sveikasis ir lygus, sakykime, k, tai a= k". 
Pratimai 
1. Įrodykite, kad y2, y3, V 13 ir va- iracionalūs skaičiai. 

2. Įrodykite, kad A — iracionalus skaičius. 


3. Įrodykite, kad |/15 — iracionalus skaičius. 
4 

6- 3yi5 

. Įrodykite, kad 1/6— iracionalus skaičius. 


— iracionalus skaičius. 


> 


„ Įrodykite, kad 


o 


1 = 
6. Įrodykite, kad + (2 V 647) — iracionalus skaičius. 


7. Jei 3 teoremos sąlygoje nenurodytume, kad trupmena F yra nesu- 


prastinama, tai ši teorema nebūtų teisinga. Įrodykite tai. 
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§ 4. KITI PAVYZDžŽIAI 


III skyriuje, naudodamiesi metodu, kurį galima pritai- 
kyti gana plačiai skaičių klasei, įrodėme, kad skaičius 
V2+V3 yra iracionalus. Dar platesnę skaičių klasę ga- 
lima apžvelgti, naudojantis 1 išvada. 

Išnagrinėsime skaičių / 2+7/ 3 dar kartą. Tarkime, 


kad x=|/ 2+]/ 3. Tada 
*—Vž-V3 
Abi puses pakėlę kvadratu, gauname 
x*—2x]/ 2+2=3, 


o iš čia po nesudėtingo perdirbimo turime 


x2—1=2x1 2. 


Pakelkime dabar kvadratu ir šią lygybę: 


x*1—2x74+1=8x2, 
Galutinai gauname 
x*—10x21+1=0. (5) 


Iš to, kaip buvo sudaryta (5) lygtis, aišku, kad skaičius 
V 2+ V 3yra jos šaknis. Taikydami 1 išvadą, dabar pa- 
rodysime, kad (5) lygtis neturi racionalių šaknų, o iš to 
išplauks, kad V 2+ y3 — iracionalus skaičius. 

Pagal 1 išvadą (5) lygties racionalios šaknys, jeigu 
tik jos egzistuoja, turi būti skaičiaus 1 dalikliai. Skaičius 
1 turi tik du daliklius: +1 ir — 1, bet nė vienas šių daliklių 
nėra lygties x+—10x241=0 šaknis. Vadinasi, (5) lygtis 
racionalių šaknų neturi, o tai reiškia, kad/ 2+/ 3 — ira- 
cionalus skaičius. 
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Yra ir kitas kelias, kuriuo gauname tą pačią išvadą: 
užuot tikrinę, ar skaičiai +1 ir —1 yra (5) lygties šaknys, 
galime samprotauti šitaip. Skaičius 2+1/3 nelygus nei 
skaičiui +1, nei skaičiui — 1. Tuo lengva įsitikinti, pavyz- 
džiui, pastebėjus, kad ir]/ 2, ir]/ 3 didesni už 1, o todėl 
sumaļ/ 2+ y3 tuo labiau didesnė ir už —1, ir už +1. 
Vadinasi, skaičiusļ/ 2+ļ/ 3 nepriklauso (5) lygties gali- 
mų racionalių šaknų aibei, ir tai nepriklauso nuo to, ar 
+1 ir —1 yra toš lygties šaknys, ar ne. Taigi skaičius 
V2+1/3 yra iracionalus. 

Pavyzdys. Įrodysime, kad V 2- y3 — iracionalus 
skaičius. l 

Sprendimas. Tarkime, kad x= y2- 3 . Tada 


+ V3-Y/3. 
Abi lygybės puses pakėlę kubu, gausime 
*3+3V 32195+3V/ 3=2; 
o iš čia po nesudėtingo perdirbimo turime 
*4+9x—2>—3V/ 3 (41). 
Dabar abi lygybės puses pakėlę kvadratu, gausime 


xê + 18x4— 4x3 +81x?—36x+4=27 (xt+2x2+1), 
arba 
xê — 9x4 — 4x3 + 27x2 — 36x — 23 =Q. 


Iš to, kaip buvo sudaryta ši lygtis, matyti, kad skaičius 
y2- y3 — jos šaknis. Racionaliomis gautosios lygties 
šaknimis gali būti tik sveikieji skaičiai — skaičiaus —23 
dalikliai, t. y. +1, —1, +23 ir —23. Tačiau šitie skaičiai 
nėra šaknys: tuo įsitikiname, tiesiog juos įstatę į lygtį: 
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+1:15—9-.14—4-13427-12—36-1—23=0. 
(Neteisinga!) 
—1: (-1)9—9-(—-1)*—4-(—1)? + 
+27-(—1)2—36- (—1) —23=0. 
(Neteisinga!) 
23: 239—9-23+—4-233427-232—36-23—23=0. 


(Neteisinga, nes, pavyzdžiui, 239 pernelyg didelis skai- 
čius, kad jį panaikintų kiti nariai!) 
—23: (—23)9—9- (—28)*+—4- (—23)3+ 
+27- (—23)2—36- (—23) —23=0. 
(Neteisinga!) 


Vadinasi, sudarytoji lygtis racionalių šaknų neturi, todėl 
skaičius V2-V3 tikrai iracionalus. 

Kaip praeitame pavyzdyje, taip ir čia nebūtina tikrinti, 
ar skaičiai +1, —1, +23, —23 yra nagrinėjamos lygties 
šaknys. Vietoj to galima parodyti, kady 2-4/3 nelygus 
nė vienai iš keturių minėtųjų galimų racionalių šaknų. Pa- 
stebėsime, kady/2 apytiksliai lygus 1,2, oy 3 apytiks- 
liai lygus 1,7. Vadinasi, 2—1/3 apytiksliai lygus —0,5 
ir todėl nelygus nė vienam iš skaičių +1, —1, +23, —23. 
Iš to išplaukia, kad šaknisj/ 2-1/3 yra iracionali, nes 
ji skiriasi nuo visų galimų racionalių šaknų. 


Pratimai 


1. Įrodykite, kad y3- y 2— iracionalus skaičius. 
2. Įrodykite, kad 1/734 y Z— iracionalus skaičius. 
3. Įrodykite, kad V 5- V 3— iracionalus skaičius. 
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$ 5. TRUMPOS IšVADOS 


Šiame skyriuje nagrinėjome vadinamuosius „algebri- 
nius iracionalumus“. Matėme, kad iracionalių skaičių yra 
be galo daug, taip pat susipažinome, kaip iš duotojo ira- 
cionalaus skaičiaus sudaryti kitus. 

Be to, buvo išdėstytas tam tikras metodas, pagal kurį 
galima nustatyti, ar duotasis skaičius k yra iracionalus, 
ar ne. 

Pirma sudaroma algebrinė lygtis su sveikais koeficien- 
tais 


CnX® + 014711. CX 1 Co=0, 


kurią tenkina skaičius x=% (jei tokios lygties nepajėgsi- 
me sudaryti, tai minimojo metodo taikyti negalėsime). Pas 
kui pritaikoma 3 teorema arba jos 1 išvada (kai cn=1)- 
Dažnai būna aišku, kad lygtis visiškai neturi racionalių 
šaknų. Tada k, savaime aišku, turi būti iracionali šaknis. 
Kartais iš akies matyti, kad k skiriasi nuo visų galimų lyg- 
ties racionalių šaknų; tokiu atveju irgi darome išvadą, kad 
k — iracionalus skaičius. Pagaliau, tiesiog įstatinėdami 
į lygtį visas galimas racionalias šaknis, galime iš jų at- 
rinkti tas, kurios iš tikrųjų tenkina lygtį. Tada, norint įro- 
dyti, kad skaičius k yra iracionalus, pakanka įsitikinti, kad 
k skiriasi nuo visų tų racionalių šaknų. 

Penktame skyriuje pasinaudosime šio skyriaus metodais 
ir įrodysime, kad skaičiai, randami trigonometrinių funk- 
cijų lentelėse, dažniausiai būna įracionalūs; taip pat įsiti- 
kinsime, kad logaritmų lentelėse surašyti skaičiai dažniau- 
siai irgi yra iracionalūs (tam tikslui teks remtis pagrindine 
aritmetikos teorema). Pagaliau, perskaitę penktą šios kny- 
gos skyrių, sužinosime, kad yra tokių iracionalių skaičių, 
kurie negali būti jokios algebrinės lygties su sveikais koe- 
ficientais šaknimis. 
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A 


SKYRIUS 


TRIGONOMETRINIŲ IR LOGARITMINIŲ 
FUNKCIJŲ REIKŠMĖS 


Skaitytojas, be abejo, yra susipažinęs su tokiomis tri- 
gonometrinėmis funkcijomis, kaip sin 8 arba cos O, ir žino, 
kad kiekviena iš tų funkcijų bet kuriam kampui © priskiria 
realų skaičių. Gal būt, skaitytojui teko susidurti ir su 10- 
garitmine funkcija log x, kuri kiekvienam teigiamam rea- 
liam skaičiui x priskiria atitinkamą realų skaičių. 

Išskyrus kai kurias specialias kampo 60 reikšmes, trigo- 
nometrinės funkcijos įgyja iracionalias reikšmes*. Taip pat 
beveik visus realius teigiamus skaičius x atitinka iracio- 
nalios funkcijos log x reikšmės. 

Čia neįmanoma minėtuosius teiginius įrodyti bendruoju 
atveju, todėl pakaks išnagrinėti tik keletą paprastų pa- 
vyzdžių. l 


$ 1. IRACIONALIOS TRIGONOMETRINIŲ 
FUNKCIJŲ REIKŠMĖS 


Pasinaudodami praeito skyriaus metodais ir kai kurio- 
mis pagrindinėmis trigonometrinėmis tapatybėmis, parody- 
sime, kad daugelį kampų © atitinka iracionalios trigono- 
metrinių funkcijų reikšmės. 

Pirmiausia priminsime šitokias pagrindines trigonomet- 
rines formules: 


cos (A +B) =cos A cos B-sin A sin B, (1) 
sin (A+B) =sin A cos B +cos A sin B. (2) 


* Lentelėse pateikiamos trigonometrinių funkcijų reikšmių dešim- 
tainės išraiškos yra atitinkamoje vietoje nutrauktos begalinės 
dešimtainės trupmenos. Kitaip sakant, lentelėse tos reikšmės nurody- 
tos tik apytiksliai. 
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A ir B pakeitę viena reikšme, sakysime 86, gauname 


cos 20 =cosŽ 06 — sin? O, (3) 
sin 20 =2 sin 8 cos ©. (4) 


Be to, (1) lygybėje vietoj A ir B rašydami atitinkamai 20 
ir 8, turime 


cos 30 =cos 20 cos 86—sin 20 sin 8. 


Iš čia, remdamiesi (3) ir (4) lygybėmis, taip pat gerai Ži- 
noma formule cos? 86 +sin? 8=1, gauname 
cos 30= (cos? @ — sin? 86) cos @—2 sin O cos B 
«sin @=cos? O — 3 sin? 6 cos @ =cos? O — 
—3 (1 — cos? 8) cos @. 
Todėl galutinai 
cos 30 =4 cos? O —3 cos @. (5) 


Dabar išnagrinėkime skaičių cos 20°. Jei (5) lygybėje 
rašysime 0=20“, tai turėsime 


cos 60° =4 cos? 20*—3 cos 20“. 


Pažymėkime x=cos 20°, Kadangi žinoma, kad cos 60*= z 
tai gautąją lygybę galima rašyti šitaip: 


1 1 j 
3 =4xX — 3x, 


arba 
8x3—6x— 1 =0. 


Vadinasi, skaičius cos 20° yra (6) lygties šaknis. Pritai- 
kẹ šiai lygčiai IV skyriaus 3 teoremą, matome, kad jos ra- 
cionaliomis šaknimis gali būti tiktai skaičiai +1, +4, +5 
+ m Tačiau iš tikrųjų nė vienas iš tų aštuonių skaičių ne-, 
tenkina tos lygties — tuo lengva įsitikinti, tiesiog įstatinė- 
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jant juos į lygtį. Vadinasi, (6) lygtis racionalių šaknų ne- 
turi, o tai reiškia, kad cos 20° — iracionalus skaičius. 

Tą pačią išvadą buvo galima gauti ir netikrinant, ar 
racionalūs skaičiai +1, + 22 +4, +4 yra (6) lygties 
šaknys. Pakanka parodyti, kad cos 20° skiriasi nuo visų tų 
aštuonių skaičių. Tai galima padaryti, palyginant juos su 
cos 20° reikšme, duota trigonometrinių funkcijų lentelėse. 
(Lentelėse nurodytos, savaime aišku, tik apytikslės trigono- 
metrinių funkcijų reikšmės.) Nesinaudojant lentelėmis, ga- 
lima pastebėti, kad cos 20° įterptas tarp cos 0° ir cos 30°, 
nes intervale nuo 0° iki 30° kosinusas yra mažėjanti funk- 
cija. Vadinasi, cos 20° yra tarp 1 ir 2A kitaip sakant, tarp 
l ir 0,8. Tuo pačiu parodyta, kad cos 20° nelygus nė vienai 
iš visų galimų (6) lygties racionalių šaknų; todėl tai iracio- 
nalus skaičius. 

Pavyzdys. Įrodysime, kad sin 10°— iracionalus 
skaičius. 

Pirmasis sprendimas. Vienas sprendimo bū- 
das — pradėti nuo trigonometrinės tapatybės, išreiškian- 
čios sin 30: 

sin 30 =3 sin 86—4 sin? 8, (7) 
kurią galima išvesti iš (2) lygybės panašiai, kaip (5) ta- 
patybė buvo išvesta iš (1). Jei (7) tapatybėje vietoj © įra- 
šysime 10° ir pasinaudosime lygybe sin 30°= L tai gau- 
sime 

$ =3 sin 109—4 sin? 10°. 


Iš čia, pažymėję x=sin 10°, gauname lygtį 


1 = eR 3 
5) =3x—443, 
arba 


8x3—6x+4+1=0. 
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Kaip nagrinėjant (6) lygtį, taip ir šiuo atveju lengva pa- 
rodyti (remiantis IV skyriaus 3 teorema), kad gautoji lyg- 
tis 8x3—6x41=0 neturi racionalių šaknų. Vadinasi, skai- 
čius sin 10° yra iracionalus. 

Antrasis sprendimas. Iš (3) priklausomybės 
ir pagrindinės tapatybės 


sin? @+cos? 86=1 


išplaukia šitokios dvi tapatybės: 
cos 2@=2 cos? @— 1, cos 28=1—2 sin? 8. (8) 


Paskutinėje tapatybėje vietoj ®© imame 10° ir gauname 


cos 20°=1 —2 sin? 10°. 


Dabar tarkime, kad sin 10°— racionalus skaičius. Tada 
sin? 10° ir 1—2 sin? 10° — irgi racionalūs skaičiai. Tačiau 
aukščiau įrodyta, kad cos 20° iracionalus. Gavome prieš- 
taravimą, iš kurio aišku, kad sin 10° iracionalus. 


Pratimai 


Atlikdami žemiau nurodytus pratimus, pritaikykite (ten, kur tai 
naudinga) anksčiau gautus rezultatus, tiek esančius pagrindiniame 
knygos tekste, tiek ir sudarančius ankstesniųjų pratimų turinį. 

l. Įrodykite, kad skaičiai a) cos 40°, b) sin 20°, c) cos 10°, d) sin 50° 
yra iracionalūs. 

2. Įrodykite (7) tapatybę. 

3. a) Įrodykite tapatybę cos 58= 16 cosš 8— 20 cos? 845 cos 8; 
b) įrodykite, kad cos 12° — iracionalus skaičius. 

4. Kurie žemiau nurodytieji skaičiai yra racionalūs: 


a) sin0“, d) sin 30°, g) sin45“, k) sin 60“, 
b) cos 0°, e) cos 30°, h) cos 45°, 1) cos 60°, 
c) tgo’, i) tg 30°, j) tg 459, m) tg 60°. 
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$ 2. VIENA BENDRA TAISYKLĖ 


Apibendrinant $ 1 metodus, galima įrodyti, kad, išsky- 
rus keletą paprastų atvejų, visos trigonometrinių funkcijų 
reikšmės, atitinkančios kampus, kurie išreiškiami sveikais 
laipsnių, minučių ir sekundžių skaičiais (t. y. tokius kam- 
pus, kaip 14941'13"7), yra iracionalios. Išimtį sudaro: 0“, 
30°, 45° ir 60° kampai, taip pat visi tie kampai, kurie gau- 
nami iš tų keturių kampų, pridedant ar atimant 90° sveiką 
skaičių kartų. Žodis „išimtis“ šiuo atveju reiškia, kad bent 
vienos trigonometrinės funkcijos reikšmė, atitinkanti 
nurodytąjį kampą, pavyzdžiui, 30°, yra racionali, o ne tai, 
kad visos šio kampo trigonometrinės funkcijos turi ra- 
cionalias reikšmes. l 

Minėtieji teiginiai čia nebus įrodyti bendruoju atveju, 
nes lygtys, kurias gautume, nagrinėdami tokius kampus, 
kaip 14941'13", būtų pernelyg sudėtingos tirti šioje knygo- 
je. Vis dėlto yra paprastas principas, kuris smarkiai stum- 
telėja pirmyn, sprendžiant mus dominantį klausimą. 

Jeigu kampas G yra toks, kad cos 28 — iracionalus skai- 
čius, tai skaičiai cos B, sin 8 ir tg O laip pat iracionalūs. 

Įrodydami šį teiginį, remsimės (8) tapatybėmis. Tar- 
kime, kad cos0 — racionalus skaičius. Tada cos? 8 ir 
2 cos? @— l — irgi racionalūs skaičiai. Bet tai prieštarauja 
prielaidai, kad cos 20 iracionalus, nes 2 cos? O — 1 =cos 20. 

Analogiškai tarkime, kad sin 86 racionalus. Tada sin? © 
ir 1—3 sin? © — racionalūs skaičiai. Bet tai vėl prieštarau- 
ja -cos 20 iracionalumui, nes 1—2 sin? 86=cos 28. 

Pagaliau, jei tg © — racionalus skaičius, tai ir tg? 86 — 
racionalus skaičius. Iš to išplaukia, kad cos? 6 turi būti 
racionalus, nes tgž 6 ir cos? 86 susieti tokia gerai žinoma 
tapatybe: 


1 +tg? O =sec? 8= Fa 


cos? 0’ 
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Vadinasi, vėl gauname prieštaravimą, nes pagal (8) tapa- 
tybes iš cos 6 racionalumo išplaukia ir cos 28 racionalu- 
mas. Taigi tg 60 — iracionalus skaičius. 

Ką tik įrodytą principą taikydami pakartotinai, galime 
nustatyti, kad be galo daug trigonometrinių funkcijų reikš- 
mių yra iracionalios. 

Pavyzdžiui, iš skaičiaus cos 20° iracionalumo išplaukia 
šių skaičių iracionalumas: 


cos 107, sin 10“, tg 10“, 

cos 5“, sin 5“, tg 5°, 

cos 2°30, sin 2°30, tg 2°30, 

cos 1°15, sin 1°15, tg 19157, 

cos 37'30", sin 37/30”, tg 37°30”, 
Pratimai 


l. Įrodykite, kad žemiau nurodyti skaičiai yra iracionalūs: 


a) cos 15°, ; sin 15°, tg 15“, 

b) ces 7930", sin 7°30, tg 7°30, 

c) cos 22930", sin 22°30, tg 22°30, 
*d) cos 35°, sin 35°, tg 35°, 
*e) cos 25“, sin 25°, tg 25°. 


2. Įrodykite, kad 14941'13 lygu kuriam nors racionaliam skaičiui, pa- 
daugintam iš 90°, t. y. kad 14941'13"/ yra skaičiaus 90° racionalus 
kartotinis. 

3. a) Tegul skaičius cos 86 racionalus. Įrodykite, kad cos 380 irgi ra- 

cionalus; 
b) ar šis teiginys ekvivalentus teiginiui: „Jei cos 38 — iracionalus, 
` tai cos ®— taip pat iracionalus skaičius“? 

4. Tarkime, kad skaičius sin30 iracionalus. Įrodykite. kad skaičius . 
sin 8 taip pat iracionalus. 
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§ 3. IRACIONALIOS DEšIMTAINIŲ LOGARITMŲ 
REIKŠMĖS 


Šioje knygoje bus nagrinėjami tik dešimtainiai logarit- 
mai, todėl nereikės kiekvieną kartą nurodinėti, kokiu pa- 
grindu skaičiuojamas logaritmas. Priminsime, kad teigia- 
mo realaus skaičiaus y logaritmu su pagrindu 10 vadina- 
mas skaičius AR, kuris tenkina lygybę 10*=4. Vadinasi, 
imant bet kurį y>0, priklausomybės 


log y=k ir 10k=y 


yra ekvivalenčios. Visi žemiau išdėstyti įrodymai remiasi 
pagrindine aritmetikos teorema, įrodyta priede B. Šioje 
teoremoje tvirtinama, kad bet kuris sveikasis skaičius iš- 
dėstomas pirminių daugiklių sandauga vieninteliu būdu. 

l pavyzdys. Įrodysime, kad log 2 — iracionalus 
skaičius. 

Sprendimas. Tarkime priešingai, kad log 2= £, o 
a ir b — teigiami sveiki skaičiai. Skaičius a ir b galima 
laikyti teigiamais, nes skaičius log 2 yra teigiamas. Turime 


ola 


2=10 


Abi šios lygybės puses pakėlę laipsniu b, gauname 
22 =] 00 =20 . 5a, 


Paskutinė lygybė sieja du sveikus teigiamus skaičius; to- 
dėl čia galima pritaikyti pagrindinę aritmetikos teore- 
mą. Pagal tą teoremą lygybė 20=22-52 neteisinga, nes. 
2? yra sveikas skaičius, kuris, esant bet kuriai b reikšmei, 
nesidalija iš 5, tuo tarpu kai 2252 iš 5 dalijasi, nes a yra 
sveikas teigiamas skaičius. Vadinasi, log 2 — iracio- 
nalus skaičius. l 

2 pavyzdys. Įrodysime, kad log 21 — iracionalus 
skaičius. 
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Sprendimas. Tarkime priešingai, kad egzistuoja 
du tokie sveiki teigiami skaičiai a ir b, kad 


LŽ 
b 


log 21= $, arba 21=10?, 


Vėl abi lygybės puses pakėlę laipsniu b, gauname 
21*= 102, 


Tačiau paskutinė lygybė negali būti teisinga, nes 216 turi 
pirminius daugiklius 3 ir 7, o 10° — pirminius daugiklius 
2 ir 5. 

3 pavyzdys. Tarkime, kad c ir d— du skirtin- 
gi neneigiami sveiki skaičiai.. Įrodykime, kad skaičius 
log (2454) yra iracionalūs. 

Sprendimas. Vėl pasinaudosime netiesioginiu 
samprotavimu. Pagal sąlygas, kurias tenkina c ir d skai- 
čius 2°54 didesnis už 1; todėl log (2454) didesnis už 0. Tar- 
kime, kad 

log (254) = $, 


o air b— teigiami sveiki skaičiai. Tada 


a 
b 


2c5d=102. 
Abi šios lygybės puses pakėlę laipsniu b, gauname 
Dbe5bd — 100 = 2252: 
Pagal pagrindinę aritmetikos teoremą ši lygybė teisinga 
tik tada, kai bc=a ir bd=a, t. y. kai bc=bd. Kadangi skai- 
čiai c ir d skirtingi, tai skirtingi ir skaičiai bc ir bd. Vadi- 
nasi, log (2°54) — iracionalus skaičius. 
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Pratimai AE 
“1. Įrodykite, kad log Ž — iracionalus skaičius. 
2. Įrodykite, kad log 15 — iracionalus skaičius. 
3. Įrodykite, kad log 5+log 3— iracionalus skaičius. 
*4. Įrodykite, kad sveikuosius skaičius 1, 2, 3,..., 1000 galima suskirs- 
„tyti į tokias tris skirtingas nesikertančias klases: 
i klasė A — sveikieji skaičiai 1, 10, 100, 1000, 
klasė B — sveikieji skaičiai 2°54, kai c ir d skirtingi, 
klasė C — sveikieji skaičiai, kurie dalijasi bent iš vieno 
nelyginio pirminio skaičiaus p, skirtingo nuo 5, 
ir kad skaičius logn yra racionalus tada ir tik tada, kai 
n priklauso klasei A. 


§ 4. TRANSCENDENTINIAI SKAIČIAI 


Realieji skaičiai skirstomi ne tik į racionalius ir ira- 
cionalius, bet ir kitaip: į algebrinius ir transcendentinius. 
Jeigu realusis skaičius tenkina kurią nors algebrinę lygtį 


Cn? en XT L on AT. +X? +c% +c0o=0 


su sveikais koeficientais, tai sakome, kad tas skaičius yra 
algebrinis. Realusis skaičius, kuris netenkina nė . vienos 
minėto tipo lygties, vadinamas !ranscendentiniu: (Kom- 
pleksiniai skaičiai irgi tokiu pat būdu skirstomi į algeb- 
rinius ir transcendentinius, bet toliau domėsimės tik rea- 
liaisiais skaičiais.) 

Nesunku pastebėti, kad kiekvienas racionalus skaičius 
yra algebrinis. Pavyzdžiui, Š tenkina reikalaujamo tipo 


lygti 7x—5=0. Apskritai bet kuris racionalus skaičius 1 
tenkina lygtį bx—a=0; todėl jis yra algebrinis. 

Kadangi kiekvienas racionalus skaičius yra algebrinis, 
tai kiekvienas nealgebrinis skaičius nėra racionalus 
(žr. 12 būdą iš 36 puslapyje pateiktos lentelės „Teiginio 
„jei A, tai B“ išreiškimo būdai“), arba mums patogesne 


7 A. Nivenas 9 7 


forma: kiekvienas transcendentinis skaičius yra iraciona- 
lus. Šis suskirstymas schemiškai pavaizduotas 15 pa- 
veikslė. 


Racionalūs (jie visi yra algebriniai) 


E Algebriniai (pavyzdžiui, / 2 ir 8/7) 
Iracionalūs £ S 
Transcendentiniai (pavyzdžiui, 2 d 
log2 ir n) 
Racionalūs 
Algebriniai 
Realieji Ž Iracionalūs 
skaičiai 


Transcendentiniai (jie visi yra iracionalūs) 


15 pav. 


Schemoje skaičiai 1/ 2 iry 7 pateikti kaip algebrinių 
skaičių pavyzdžiai. Jie iš tikrųjų yra algebriniai, nes tenki- 
na atitinkamas algebrines lygtis 


x2—2=() ir x3—7=0. 


Kita vertus, skaičiai log 2 ir x nurodyti kaip transcenden- 
tinių skaičių pavyzdžiai. (Skaičius m, lygus 3,14159. .. , yra 
apskritimo ilgio ir jo skersmens ilgio santykis.) Čia nega- 
lėsime išdėstyti įrodymo, kad šie skaičiai yra transcenden- 
tiniai, nes tai įrodoma, taikant metodus, kur kas gilesnius 
už tuos, kuriais naudojamės. Skaičiaus n transcendentišku- 


mas buvo įrodytas 1882 metais, o skaičių 2”? ir log 2 trans- 
cendentiškumas yra daug vėlesnis rezultatas — jis buvo įro- 


dytas tik 1934 metais. Skaičių 2”? panaudojo kaip pavyzdį 
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didysis matematikas Davidas Hilbertas 1900 metais, kai 
jis paskelbė garsiąsias dvidešimt tris problemas, kurias 
jis laikė svarbiausiomis neišspręstomis matematinėmis 
problemomis. Septintosios Hilberto problemos esmė buvo 
tokia: reikia išaiškinti, ar skaičius a? yra algebrinis, ar 
transcendentinis, jei žinoma, kad a ir 8 — algebriniai skai- 
čiai. (Trys atvejai: a=0, a=1 ir $ — racionalus skaičius 
buvo atmesti, nes labai lengva įrodyti, kad šiais atvejais 
a yra algebrinis skaičius.) 1934 metais A. Geliondas ir 
nepriklausomai nuo jo T. Šneideris įrodė, kad skaičius ab 
yra transcendentinis. Skaičiaus 2V? transcendentiškumas, 
aišku, yra tik atskiras šio bendrojo rezultato atvejis. 

Iš minėtojo rezultato išplaukia ir skaičiaus log 2 trans- 
cendentiškumas. Iš tikrųjų log2 pažymėkime raide B, o 
10 — raide a. Remdamiesi logaritmo apibrėžimu, turime 


10108 2=gB=2, 


Jeigu skaičius B būtų algebrinis ir iracionalus, tai pagal 
Geliondo—Šneiderio teoremą skaičius 2 turėtų būti trans- 
cendentinis. Kadangi tai netiesa, tai B=10g 2 arba racio- 
nalus, arba transcendentinis. Bet anksčiau buvo įrodyta, 
kad log 2 — iracionalus skaičius. Todėl jis turi būti trans- 
cendentinis. 

Apskritai iš Geliondo—Šneiderio teoremos išplaukia, 
kad visi skaičiai logr, kai r racionalus, yra 
arba transcendentiniai, arba racionalūs. Remiantis tuo, kas 
buvo pasakyta § 3 (taip pat žr. 4 pratimą 98 puslapyje), tai 
reiškia, kad visus teigiamus racionalius skaičius r, išsky- 
rus 

e.. 105, 1074, 10“, 102, 107, 
109, 10!, 102, 103, 104, 105,..., 


atitinka transcendentiniai skaičiai log r. Žinoma, nereikia 
užmiršti, kad šioje knygoje nagrinėjami tik dešimtainiai 


logaritmai, t. y. logaritmai su pagrindu 10. 
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Vadinasi, visi skaičiai log n, kai n — bet kuris sveikasis 
skaičius tarp 1 ir 1000, išskyrus n=1, n=10, n=100 ir 
n= 1000, yra transcendentiniai. Kita vertus, trigonometri- 
nių funkcijų reikšmės (pavyzdžiui, skaičius cos 20°), kurių 
įracionalumą įrodėme šio skyriaus pradžioje, yra algebri- 
niai skaičiai. Su tuo klausimu susijęs bendras rezultatas 
nusakomas šitaip: jeigu 7 — bet kuris racionalus skaičius, 
tai 

sin (90r)“, cos (90r)“ ir tg (90r)° 


yra algebriniai skaičiai. Čia simboliu (90r)° žymimas kam- 
pas, kurį gauname, 90° padauginę iš r. Tenka padaryti 
vienintelę išlygą: nagrinėjant tg (907)“, skaičius r turi būti 
toks, kad egzistuotų skaičius tg (90r)°. Pavyzdžiui, šiuo 
atveju reikia atmesti reikšmę 7=1, nes realus skaičius 
tg 90° neegzistuoja. 

Jau buvo minėta, kad skaičius n yra transcendentinis. 
Kadangi n — transcendentinis skaičius, tai jis yra iracio- 
nalus. Skaičiaus iracionalumą įrodyti lengviau negu trans- 
cendentiškumą, tačiau net ir šis įrodymas netelpa į šią 
knygą. 


Pratimai 


I. Įrodykite, kad a)y 3, b) 18. 6) V Z+ y3, d) cos 20°, 
e) sin 10° yra algebriniai skaičiai. 

*2. Žinodami, kad m — transcendentinis skaičius, įrodykite, kad skai- 
čius 21 irgi transcendentinis. 


$ 5. TRYS GARSIEJI BRĖŽIMO UŽDAVINIAI 


Remdamiesi algebrinių ir transcendentinių skaičių teo- 
rija, matematikai galėjo išspręsti tris garsiuosius geomet- 
rinius uždavinius, kurie buvo likę neišspręsti nuo antikinių 
laikų. Turime omenyje „kubo dvigubinimo“, „kampo tri- 
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sekcijos“ ir „skritulio kvadratūros“ uždavinius. Tai yra trys 
brėžimo uždaviniai, sprendžiami skriestuvu ir liniuote; jų 
turinys yra šitoks: 

1. „Kubo dvigubinimas“. Reikia nubraižyti kubą, kurio 
tūris yra dvigubai didesnis už duotojo kubo tūrį. Nors ku- 
bas — erdvinė figūra, bet uždavinys iš esmės yra planimet- 
rinis. Iš tikrųjų, jeigu ilgio vienetu laikysime duotojo kubo 
briauną (16 pav.), tai sprendžiant uždavinį, reikės nubrėžti 


5 
1 
A 2 
1 25 
16 pav. 


atkarpą, kurios ilgis lygus} 2 : kaip tik tokio ilgio turi 
būti kubo briauna, kai jo tūris yra dvigubai didesnis už 
duotojo kubo tūrį. 

2. „Kampo trisekcija“. Reikia rasti būdą bet ku- 
riam kampui padalyti į tris lygias dalis, naudojantis 
skriestuvu ir liniuote. Kai kuriuos kampus (sakykime, 90“ 
arba 45°) galima skriestuvu ir liniuote padalyti į tris lygias 
dalis, bet neįmanoma, naudojantis vien minėtais instru- 
mentais, padalyti į tris lygias dalis vadinamąjį „bendrą- 
jį“ kampą. 

3. „Skritulio kvadratūra“. Reikia nubraižyti kvadratą, 
kurio plotas lygus duotojo skritulio plotui, arba nubraižyti 
skritulį, kurio plotas lygus duotojo kvadrato plotui (abu 
uždaviniai ekvivalentūs). 

Žinoma, kad trys minėtieji brėžimo uždaviniai neiš- 
sprendžiami, t. y. neįmanoma vien skriestuvu ir liniuote 
nubraižyti reikalaujamas figūras. Daugelis mėgėjų dar ir 
dabar sprendžia šiuos uždavinius, nežinodami, kad jų pa- 
stangos bergždžios. Nors tokie mėgėjai ir žino, kad nė 
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vienas matematikas dar nepajėgė jų išspręsti, bet, matyt, 
jie nenusimano apie tai, kad tų uždavinių neišspren- 
džiamumas yra griežtai įrodytas. Kartkartėmis ma- 
tematikai mėgėjai atranda kurio nors iš minėtųjų uždavinių 
apytikslį sprendimą, bet, žinoma, niekada neranda 
tikslaus sprendimo. Aišku, kuo pasireiškia šis skirtumas: 
pavyzdžiui, kubo dvigubinimo uždavinyje reikalaujama teo- 
riškai tobulais braižymo instrumentais nubrėžti atkarpą, 
kurios ilgis būtų ne apytiksliai lygus/2 , bet tiksliai ly- 
gus šiam skaičiui. Pavyzdžiui, uždavinio nelaikome iš- 
spręstu, kai nubrėžiama atkarpa, kurios ilgis lygus 
10(8—1/ 62), nors skaičiai 10(8—1/ 62) irj/2 sutampa iki 
šeštojo dešimtainio ženklo. 

Dėl kampo trisekcijos uždavinio pasitaiko nesusiprati- 
mų. Reikalas tas, kad bet kurį kampą galima padalyti į tris 
lygias dalis, naudojantis liniuote su padalomis. Vadinasi, 
tvirtinti, kad bendrojo kampo neįmanoma padalyti į tris 
lygias dalis, galima tik tada, kai tariama, jog braižant lei- 
džiama naudotis tik skriestuvu ir liniuote be padalų. 

Kadangi dėl tų trijų klasikinių uždavinių yra didelė 
painiava, tai dabar, nors paviršutiniškai, paaiškinsime, kaip 
galima įrodyti, kad visi trys uždaviniai neišspren- 
džiami. Čia negalėsime pateikti pilnų įrodymų, nes 
smulkus jų nagrinėjimas gana sudėtingas. Skaitytojas, ku- 
ris pageidauja su įrodymais susipažinti išsamiau, gali tai 
rasti R. Kuranto ir G. Robinso knygoje* (p. 197—205), ku- 
rioje griežtai išnagrinėti kampo trisekcijos ir kubo dvejini- 
mo uždaviniai. Įrodymas, kad skritulio kvadratūra nejma- 
noma, yra kur kas sudėtingesnis už įrodymus, kad neiš- 
sprendžiami kiti du uždaviniai. 


* KypauT P.u P066nnc T., UTo Takoe maTemaTHka, M. -Jl 


FocrexusnaT, 1947. Su šios knygos turiniu siejasi Kuranto ir Robinso 
knygos antrasis skyrius („Matematinė skaičių sistema“) ir trečiojo 
skyriaus („Geometriniai brėžimo uždaviniai. Skaitinių kinų algebra“ 
pirmoji dalis. 
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Kaip galima įrodyti, kad minimuosius brėžimo užda- 
vinius išspręsti neįmanoma? Pirmiausia reikia turėti tam 
tikrą supratimą, kokio ilgio atkarpas galima nubrėžti 
skriestuvu ir liniuote, kai duota vienetinio ilgio atkarpa. 
Nepateikdami įrodymo, tvirtiname (ir kiekvienas, susipa- 
žinęs su geometriniais brėžimo uždaviniais, sutiks su tuo), 
kad prie ilgių, kuriuos galima nubrėžti, priklauso visi il- 
giai, gaunami, pakartotinai traukiant kvadratines šaknis 
iš racionalių skaičių, pavyzdžiui, 


V y V 1+2. (10) 


Visi šitaip gaunami skaičiai — algebriniai. Tie keturi 
skaičiai, kuriuos parašėme kaip pavyzdžius, yra atitinka- 
mai tokių lygčių šaknys: 


—2=0,.. (11) 
—2x2—1=0, (12) 
— 20x6 + 132x — 320x? +94=0, (13) 

— 8x14 + 8x12 + 64x10 —98x8— 18446 +2005* + 
+224x2—113=0. (14) 


Pasirinkime vieną iš tų lygčių, sakykime (13), ir įsitikin- 
kime, kad atitinkamas skaičius 


-y y AI 


iš tikrųjų yra jos šaknis. Abi paskutinės lygybės Te pa- 
kėlę kvadratu, gausime 


2=5-3V 1+ 2. 
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Narį 5 perkėlę į kairę pusę ir vėl pakėlę abi puses kvadra- 


tu, turime 
*-5=-3V/ 1+2, 
x*—10424+25=9+91/ 2, ; 
**—1047416=97/ 2. . 


Dabar dar kartą keldami abi puses kvadratu, gauname (13) 
lygtį. 

Toliau pabrėšime, kad (10) skaičiai yra atitinkamų 
(11)— (14) lygčių šaknys, bet nė vienas iš tų skaičių ne- 
tenkina žemesnio laipsnio lygties su sveikais koeficientais. 
Imkime, pavyzdžiui, skaičių / 1+1/ 2. Jis tenkina ketvir- 
tojo laipsnio lygtį (1), bet netenkina nė vienos trečio, 
antro ar pirmo laipsnio lygties su sveikais koeficientais. 
(Šio teiginio neįrodinėsime.) Jeigu algebrinis skaičius yra 
n-tojo laipsnio lygties su sveikais koeficientais šaknis, bet 
netenkina nė vienos žemesnio laipsnio lygties su sveikais 
koeficientais, tai jis vadinamas n-tojo laipsnio algebriniu 
skaičiumi. Vadinasi, (10) skaičiai yra atitinkamai 2-jo, 
4-jo, 8-jo ir 16-jo laipsnio algebriniai skaičiai. Perskaičius 
tai, kas išdėstyta aukščiau, kyla mintis, kad turėtų būti 
teisingas toks pagrindinis teiginys apie ilgius tų atkar- 
pų, kurias galima nubrėžti skriestuvu ir liniuote. 

Geometrinių brėžimo uždavinių teorema. Jei, pradedant 
nuo vienetinio ilgio atkarpos, skriestuvu ir liniuote gali- 
ma nubrėžti kurią nors atkarpą, tai jos ilgis yra algebri- 
nis skaičius, kurio laipsnis lygus arba 1, arba 2, arba 4, 
arba 8,..., t. y., apskritai kalbant, 2” (n — sveikas nenei- 
giamas skaičius) *. 


* Pabrėšime, kad iš suiormuluotosios teoremos neišplaukia at- 
virkštinis teiginys: iš to, kad x yra algebrinis 2” laipsnio skaičius, 
neišplaukia, kad ilgio x atkarpą galima nubrėžti skriestuvu ir 
liniuote. Rus. leid. red. pastaba. 
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Siūlome skaitytojui šiuo teiginiu tikėti be įrodymo ir, 
remdamiesi juo, parodysime, kad visi trys garsieji brėžimo 
uždaviniai neįmanomi išspręsti*. 

Pradėsime nuo kubo dvigubinimo uždavinio. 
Anksčiau, jį formuluodami, jau pastebėjome, kad jis ekvi- 
valentus tokiam uždaviniui: pradėdami nuo vienetinio il- 
gio atkarpos, turime nubrėžti atkarpą, kurios ilgis ly- 
gus/ 2. Bet ar skaičius y2 tenkina būtinas šiam reikalui 
sąlygas? Jis tenkina lygtį 


x3—2=0, (15) 


ir tai kelia mintį, kadj/ 2 yra algebrinis trečiojo laipsnio 
skaičius. Iš tikrųjų kaip tik taip ir yra; norint tuo įsitikin- 
ti, pakanka įrodyti, kad skaičius 1/2 netenkina nė vienos 
pirmojo arba antrojo laipsnio lygties su sveikais koefi- 
cientais. Nors tai įrodyti ir nesunku, bet tam reikia šiek 
tiek sumanumo, todėl įrodymą atidėsime iki sekančio pa- 
ragraio. 

Kadangi y2 yra algebrinis trečiojo laipsnio skaičius, 
tai pagal aukščiau suformuluotą geometrinių brėžimo už- 
davinių teoremą neįmanoma nubrėžti ilgioj/ 2 atkarpos, 
pradedant nuo vienetinio ilgio atkarpos. Vadinasi, kubą 
padvigubinti neįmanoma. 


Dabar išnagrinėsime kampo trisekcijos užda- 
vinį. Norint įrodyti, kad trisekcija bendruoju atveju ne- 
įmanoma, pakanka įsitikinti, kad kurį nors fiksuo- 
tą kampą negalima skriestuvu ir liniuote padalyti į tris 
vienodas dalis. Imkime kampą, lygų 60°. Dalijant 60° kam- 
pą į tris lygias dalis, reikia nubrėžti 20° kampą. Tai bus 


* Atkreipsime skaitytojo dėmesį į tai, kad iš suformuluotosios 
teoremos išplaukia toks teiginys (žr. 12 p. 36): ilgių, išreiškiamų al- 
gebriniais m-tojo laipsnio skaičiais; negalima nubrėžti skriestuvu 
ir liniuote, jeigu m nėra skaičiaus 2 laipsnis; taip pat šiais instrumen- 
tais neįmanoma nubrėžti ilgių, išreiškiamų transcendentiniais skaičiais. 
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padaryta, jeigu, pradėdami nuo vienetinio ilgio atkarpos, 

nubrėšime atkarpą, kurios ilgis lygus cos 2079. Norėdami 

tuo įsitikinti, imkime trikampį, kurio pagrindo ilgis lygus 1, 

o kampai prie pagrindo turi 60° ir 90°, t. y. trikampį ABC, 

kuriame AB=1, ZBAC=60°, <ABC=90* (17 pav.). Kraš- 
C 


tinėje BC pažymėkime tašką D taip, kad kampas BAD bū- 
tų lygus 20“. Iš elementarinės trigonometrijos žinome, kad 


Vadinasi, 60° kampo trisekcija tolygi atkarpos, kurios ilgis 
lygus sec 20° nubrėžimui. Bet tai savo ruožtu tolygu atkar- 
pos, kurios ilgis lygus cos 20°, nubrėžimui, nes cos 20° ir 
sec 20° yra vienas kitam atvirkštiniai skaičiai, o gerai ži- 
"noma, kad tuo atveju, kai galima nubrėžti kurio nors duo- 
tojo ilgio atkarpą, tai galima nubrėžti ir atvirkštinio ilgio 
atkarpą“. 

Vadinasi, mus dominantis klausimas tolygus tokiam: 
ar galima, pradedant nuo duotosios vienetinio ilgio atkar- 


1 
* Jei b=% ir e — atkarpa, kurios ilgis lygus 1, tai atkarpos b 


nubrėžimas iš atkarpos a tolygus gerai žinomam uždaviniui, kuriame 
reikalaujama nubrėžti trečiąją atkarpą, proporcingą dviem duotosioms 
2 


e 
atkarpoms: b= (arba a:e=e :b).— Rus. leid. red. pastaba. 
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pos, nubrėžti atkarpą, kurios ilgis lygus cos 20°? Žinome, 
kad cos 20° yra kubinės (t. y. trečiojo laipsnio) lygties (6) 
šaknis. Be to, cos 20° netenkina nė vienos pirmojo arba 
antrojo laipsnio lygties su sveikais koeficientais (šio tei- 
ginio įrodymą praleidžiame, nes jis pernelyg griozdiškas). 
Vadinasi, cos 20°, kaip iry 2 yra algebrinis trečiojo laips- 
nio skaičius; todėl pagal geometrinių brėžimo uždavinių 
teoremą atkarpos, kurios ilgis lygus cos 20°, nubrėžti ne- 
įmanoma. Taigi 60° kampo trisekcija skriestuvu ir liniuote 
neįvykdoma. 

Baigdami apžvelgsime skritulio kvadratūros 
uždavinį. Tarkime, kad duotas kuris nors skritulys. Jo 
spindulį galime laikyti ilgio vienetu. Tada jo plotas bus 
lygus a kvadratinių vienetų. Tokio paties ploto kvadratas 
turi kraštinę, kurios ilgis lygus Va. Taigi skritulio kvad- 
ratūros uždavinys yra tolygus uždaviniui, kuriame reika- 
laujama, pradedant nuo duotosios vienetinio ilgio atkar- 
pos, nubrėžti atkarpą, kurios ilgis lygus]/ n. Iš geometri- 
nių brėžimo uždavinių teorijos gerai žinoma, kad, turint 
dvi atkarpas, kurių ilgiai lygūs 1 ir a, galima nubrėžti at- 
karpą, kurios ilgis lygus a2*. Vadinasi, jei būtų galima nu- 
brėžti ilgioW/ x atkarpą, tai būtų galima nubrėžti ir ilgio 
n atkarpą. 

Tačiau praeitame paragrafe buvo pabrėžta, kad n yra 
transcendentinis skaičius, t. y. nealgebrinis. Todėl pagal 
geometrinių brėžimo uždavinių teoremą ilgio x atkarpos 
nubrėžti. neįmanoma. Vadinasi, „skritulio kvadratūra“ 
skriestuvu ir liniuote neįvykdoma. 


-* Jei atkarpa e turi ilgį 1, atkarpa a— ilgį a, o atkarpa b— 
a? . ; 
ilgį 02, tai b=, t. y. vėl susiduriame su uždaviniu, kuriame reika- 
laujama nubrėžti trečią atkarpą, proporcingą dviem duotosioms at- 
karpoms.— Rus. leid. red. pastaba. f 


107 


Pratimai 
(2 ir 3 pratimai skiriami skaitytojams, susipažinusiems su geomet- 
riniais brėžimo uždaviniais.) 
1. Įrodykite, kad iš (10) skaičių pirmasis, antrasis ir ketvirtasis- ati- 
tinkamai tenkina (11), (12) ir (14) lygtis. 
2. Įrodykite: jei duotos dvi atkarpos, kurių ilgiai lygūs 1 ir sin 20“, 
tai skriestuvu ir liniuote galima nubrėžti atkarpą, kurios ilgis ly- 
` gus cos 20°. 
3. Įrodykite: jei duotos dvi atkarpos, kurių ilgiai lygūs 1 ir tg 20°, tai 
skriestuvu ir liniuote galima nubrėžti atkarpą, kurios ilgis lygus 
cos 20°. 


$ 6. TOLESNĖ SKAIČIAUS y2 ANALIZĖ 


Praeitame paragraie rašėme, kady/ 2 yra algebrinis 
trečiojo laipsnio skaičius, t. y. kad skaičius y2 lygties 
x3—2=0 šaknis, netenkina nė vienos pirmojo arba 
antrojo laipsnio lygties su sveikais koeficientais. Dabar tą 
teiginį įrodysime. 

Norint įrodyti, kad y2 netenkina nė vienos pirmojo 
laipsnio lygties su sveikais koeficientais, reikia įsitikinti, 
kad nėra nelygaus nuliui sveiko skaičiaus a ir sveikojo 
skaičiaus b, kad galiotų lygybė 


a V 2+b=0. 


Jei tokie skaičiai egzistuotų, tai gautume y= -ż}, atseit, 
skaičiusj/ 2 būtų racionalus. Tačiau IV skyriaus $ 3 ant- 
roje išvadoje buvo nustatyta, kadj/ 2— iracionalus skai- 
čius. 

Sunkiau įrodyti, kady/ 2 netenkina nė vienos kvadrati- 
nės lygties su sveikais koeficientais, t. y. lygties 


ax2+bx+c=0, 
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=“ 3 


kurios koeficientai a, b, c — sveiki skaičiai, ir a nelygus nu- 
liui. Tarkime, kadj/ 2 yra tokios lygties šaknis, ir įsitikin- 
sime, kad iš to gauname prieštaravimą. Pagal prielaidą 


a (y 2+2 2+0-0, 
ay 4+by/ 2= — c. 


Abi puses pakėlę kvadratu ir suprastinę, gauname 


arba 


b? y 14202 3/ 9=c2— 4ab. 


Paskutines dvi lygybes galima laikyti dviejų pirmojo laips- 
nio lygčių sistema su „nežinomaisiais“j/ 4 irj/ 2. Ši lyg- 
čių sistema arba išsprendžiama, arba neišsprendžiama 
priklausomai nuo to, ar koeficientų poros a, b ir b?, 2a? yra 
neproporcingos, ar proporcingos. | 
Jeigu minėta sistema išsprendžiama, tai, eliminavę, 
pavyzdžiui, Vi gauname 
402b — ac? — bc 
y?= pw 
Tuo pačiu susidūrėme su prieštaravimu, nes V2- iracio- 
nalus skaičius. 
Jeigu sistema neišsprendžiama, tai abiejų lygčių koefi- 
cientai yra proporcingi. Tai reiškia, kad 


a aš a 3 ry 4 
r a E 2= i 


ir vėl susidūrėme su prieštaravimu. Vadinasi, įrodėme, kad 
y2 yra algebrinis trečiojo laipsnio skaičius. 
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Pratimai 
1. Įrodykite, kad y2 yra algebrinis antrojo laipsnio skaičius. 
2. Įrodykite, kad y3 yra algebrinis trečiojo laipsnio skaičius. 


§ 7. TRUMPOS IšVADOS 


Šiame skyriuje, naudodamiesi anksčiau paruoštais me- 
todais, parodėme, kad didesnė dalis trigonometrinių funk- 
cijų ir dešimtainių logaritmų reikšmių, kurių apytiksles 
išraiškas randame visose lentelėse, yra iracionalūs skai- 
čiai. Paskui realiųjų skaičių aibę suskirstėme į dvi naujas 


klases — algebrinių skaičių klasę ir transcendentinių skai- _ 


čių klasę; taip pat išsiaiškinome, kaip tos naujosios klasės 
santykiuoja su anksčiau įvestu realiųjų skaičių skirstymu 
į racionalius ir iracionalius skaičius. Toliau susipažinome 
su tokiu teiginiu, tiesa, neliesdami jo įrodymo klausimo: 
jeigu atkarpą galima nubrėžti skriestuvu ir liniuote, pra- 
dėjus nuo duotosios vienetinio ilgio atkarpos, tai tos at- 
karpos ilgis yra algebrinis skaičius, kurio laipsnis ly- 
gus 2}, o „— kuris nors sveikas teigiamas skaičius. (Jei 
skaitytojas yra susipažinęs su analizine geometrija, tai 
jis gali išsiaiškinti tos geometrinių brėžimo uždavinių teo- 
remos prasmę, analizuodamas, kokią algebrinę prasmę tu- 
ri tos operacijos, kurias atliekame skriestuvu ir liniuote. 
Čia turime tris pagrindines operacijas, kurias, gal būt, 
tenka atlikti daugelį kartų: dviejų jau žinomų tiesių, dvie- 
jų apskritimų ir tiesės su apskritimu susikirtimo taškų 
radimas.) Tokiu būdu paaiškėjus, jog negalima nubrėžti 
atkarpos, kurios ilgis yra algebrinis trečiojo laipsnio skai- 
čius, įsitikinome, kad skriėstuvu ir liniuote neįmanoma nei 
padvigubinti kubo, nei atlikti bet kurio kampo trisekciją. 
Taip pat matėme,:kad iš negalimumo „nubrėžti atkarpos, 
kurios ilgis yra transcendentinis skaičius, išplaukia nei- 
giamas atsakymas į klausimą, ar galima išspręsti skritu- 
lio kvadratūros uždavinį. 
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LRA ina 


ius al 


ED ša 


V SKYRIUS 


IRACIONALIŲ SKAIČIŲ APROKSIMAVIMAS 
RACIONALIAIS 


Šiame skyriuje bus nagrinėjama, kokiu tikslumu iracio- 
nalius skaičius galima aproksimuoti racionaliais. Matysi- 
me, kad galima rasti racionalius skaičius, kurie kiek nori- 
ma mažai skiriasi, pavyzdžiui, nuo|/ 2. Yra tokių raciona- 
lių skaičių, kad jų ir |/ 2 skirtumas yra ne didesnis už 
10-!9, ne didesnis už 10-20 ir apskritai ne didesnis už bet 
kurį iš anksto laisvai pasirinktą skaičių. Tą patį galima 
pasakyti ir apie bet kurį iracionalų skaičių, ne tik apie V 2. 


Bet norint rasti tokį racionalų skaičių5, kad jo ir duo- 


tojo iracionalaus skaičiaus skirtumas būtų ne didesnis už 
a 


10720, reikia ieškoti trupmenos + su labai dideliu vardik- 
liu b. Jei būtų leidžiama imti tokią didelę b reikšmę kaip 
1020, tai trupmeną $ „tenkinančią minėtą sąlygą, būtų ne- 
sunku rasti. O kas bus, jei pareikalausime, kad b būtų ne 
didesnis už 10!5 arba 10!°? Dėl tokių apribojimų uždavi- 
nys pasidaro daug gilesnis ir sunkesnis. Nagrinėdami to- 
kio tipo klausimus, domėsimės, ką galima pasakyti apie 
bet kurį iracionalų skaičių, o ne tik apie kai kuriuos kon- 
krečius skaičius, pavyzdžiui, apie y2 ar apie |/ 3. 
Tiriant vieno skaičiaus aproksimavimą kitais, bus pa- 
togu naudotis tais terminais ir žymėjimais, kurie vartoja- 
mi nelygybių teorijoje. Nuo jų ir pradėsime savo aiškinimą. 
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$ 1. NELYGYBĖS* „L 


Norint nurodyti, kad u didesnis už v, t. y. kad 
u—v yra teigiamas, simboliškai rašoma šitaip: u>v. Sa- 
vaime suprantama, jei u didesnis už v, tai v mažesnis už u; 
norint tai nurodyti, simboliškai rašoma taip: v<u. Vadina- 
si, keturios nelygybės 


u>0, u—v>0, v<u ir v—u<0 


yra tiesiog keturi būdai išreikšti vienai ir tai pačiai. pri- 
klausomybei tarp u ir v. Analogiškai, rašydami u>v, nu: 
rodome, kad u didesnis už v arba lygus v, o tai 
ekvivalentiška teiginiui, kad u—v yra teigiamas arba ly- 
gus nuliui, bet ne neigiamas. 4 


1 teorema. 

a) Jei u>v, o w — bet kuris skaičius, tai u+w>v+w. 
b) Jei u>v, o w — bet kuris skaičius, tai u—w>œ>v— wW. 
c) Jei u>v, o w— bet kuris teigiamas skaičius, tai 


uw>vw. 
d) Jei u>v, o w — bet kuris teigiamas skaičius, tai 
u v 
ww. 
e) Jei u>vu, o u ir u— teigiami skaičiai, tai u?>v?, 
1 1 
bet 3 . 


f) Jei u>v ir v>w, tai u>0. 
g) Visi teiginiai (a)— (f) lieka teisingi, kai ženklai > 
ir < visur pakeičiami atitinkamais ženklais > ir <. 
Įrodymas. Laikysime teisingais tokius du teigi- 
nius: dviejų teigiamų skaičių suma yra teigiama; dviejų 
teigiamų skaičių žahdduka yra, teigiama. 


* Pilnesnį nėlygybių teorijos išdėstymą „galima rasti tokioje 
knygoje: BekkenGax Ə. u BennxMau P., BBenenne B HepaBeH- 
ersa, M., «Mup», 1965 
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a) Žinome, kad skirtumas u—v yra teigiamas, o reikia 
įrodyti, kad- (440) — (v+w) taip pat teigiamas. Bet tai 
savaime aišku, nes E yat 
ü—v=(u+w)—(v+w). 

b) Vėl žinome, kad u—v yra teigiamas, o reikia jro- 
dyti, kad (u—w) — (v—w):taip pat teigiamas. Tai irgi aki- 
vaizdu, nes 

u—v=(u—w)— (v— w). 


c) Žinome, kad u—v yra teigiamas, o reikia įrodyti, kad 
uw—vw taip pat teigiamas. Tai išplaukia iš lygybės 
uw—vw=w(u—v) ir iš to, kad dviejų teigiamų skaičių 
sandauga yra teigiama. 

d) Sj teiginį iš esmės jau išreiškia punkto c teiginys: 
jei w — teigiamas skaičius, tai s irgi teigiamas; todėl 1 
galima laikyti daugikliu punkto c teiginyje vietoj w: jei 

A 1 1 
u>v, tai u: g Ug: | 

e) Kadangi u ir v teigiami, tai u4+v irgi teigiamas. 
Skirtumas u—v taip pat teigiamas, nes u>v. Vadinasi, 
sandauga (440) (u—v) teigiama. Tokiu būdu, turime 

(u+0) (u—0)>0, už—v2>0, >v. 
Kita vertus, kadangi, remiantis punktu c, galima abi nely- 


gybės u>v puses padauginti is L „tai gauname. 


todėl 
SaL, arba L < L. | 
f) Žinome, kad skirtumai u—v ir a yra teigiami, o 
reikia įrodyti, kad u—w taip pat teigiamas. Bet 
u—w=(u—v)+ (0-0), * 
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todėl belieka dar kartą pasiremti tuo, kad teigiamų skai- 
čių suma yra teigiama. 

g) Vienas šio punkto teiginio įrodymo būdas — iš nau- 
jo įrodyti punktų a—f atitinkamą kiekvieno teiginio va- 
riantą. Tačiau yra ir lengvesnis būdas. Punktų a—f teigi- 
nių įrodymas rėmėsi dviem taisyklėmis: dviejų teigiamų 
skaičių suma yra teigiama; dviejų teigiamų skaičių san- 
dauga yra teigiama. Kita vertus, jei u>v reiškia, kad u— v 
yra teigiamas, tai u>v reiškia, kad u—v yra teigiamas ar- 
ba lygus nuliui, kitaip sakant, kad u—v yra neneigiamas. 
Bet dviejų neneigiamų skaičių suma ir sandauga yra ne- 
neigiamos. Iš to, kas čia pasakyta, matyti, kad punktų 
a—fÍ teiginių įrodymas automatiškai perkeliamas iš atvę- 
jo > į atvejį =. 

Jei skaičiai u ir v siejami su realiosios tiesės taškais 
taip, kaip buvo aiškinama III skyriuje, tai nelygybė v<u 
reiškia, kad v yra kairėje nuo u arba kad u yra dešinėje 
nuo v (18 pav.). Užrašas w<v<u laikomas dviejų nelygy- 
bių w<v ir v<u sistema, todėl čia v yra tarp w ir u 
(19 pav.). Vis dėlto mums dar reikia paaiškinti termino 4 
„tarp“ vartojimą. i 


18 pav. Nelygybė v<u 


w U u 


Da n aa S 
19 pav. Nelygybės w<v<u 


Rašydami w<v<u, turime omenyje, kad v yra „griež- 
tai tarp“ u ir w, t. y. kad v nesutampa nei su w, nei su u. 
Bet jei sakome tiesiog „tarp“ arba rašome w<v=<u, tai v 

gali būti lygus tiek w, tiek ir u. Kai kuriais atvejais mums 
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būna patogu prileisti tik vieną iš tų galimybių; tada rašo- 
me w<v<su arba w<v<u. Visais atvejais simbolinis už- 
rašas tiksliai išreiškia tai, kas turima mintyje. 


Pratimai 


1. Jeigu u2>v02, o u ir v — teigiami skaičiai, tai u>v. Įrodykite. 

2. Jeigu r>s, tai —r<—s. Įrodykite. 

3. Įrodykite, kad narį galima perkelti iš nelygybės vienos pusės į kitą 
pusę, pakeitus jo ženklą priešingu. Atskiru atveju įrodykite, kad 
iš nelygybės 


a+b-c>d+e-[ išplaukia a—e+f>d—b+4+c. 


4. Sveiki teigiami skaičiai n ir k susieti nelygybe n<k. Įrodykite, kad 


LES A SA 
nk Ta? Mk 
5. Nustatykite, ar žemiau pateiktieji teiginiai yra teisingi, ar klaidingi: 
a) jei r>s, tai r?>s2; 
b) jei r>s, o c— bet kuris skaičius, tai cr>cs; 


Za 1 1 P 
i 2 == *. 
c) jei z <A< 3 , tai > ; 
Ei 1 1 k 3 3 
d) Jer = p <A< 7 , tai — 3 <A< 3 ; 
e) jei 0<A< L , tai — 1 <a< l. 
27 2 22 
sko 1 1 F 1 1 
f =— $ 2 Zu 
) jei 5 << 5’ tai 3 <A< 23 
+ 1 1 2 1 1 
HMS“ 1" 


6. Iracionalus skaičius J. yra griežtai tarp —10 ir 10. Užrašykite tai 
matematiniais simboliais. 
7. Jeigu w— neigiamas skaičius ir u>0, tai uw<vw. Įrodykite. 
8. a) Tarkime, kad u ir v— bet kurie du skirtingi skaičiai, pasirinkti 
iš skaičių sekos 1, 2, 3,.., 10. Įrodykite, kad —9Su—v<9. 
b) Ar išliktų teisingos nelygybės —9<u—-v<9, jeigu punkte a 
nereikalautume, kad sveikieji skaičiai u ir v būtų skirtingi? 


* A— graikiška raidė, ji vadinama „liambda“. 
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$ 2. APROKSIMAVIMAS SVEIKAIS SKAIčIAIS 


Jeigu racionalų skaičių apvaliname, pakeisdami jį ar- 
timiausiu sveikuoju skaičiumi, tai daroma paklaida ne- 
viršij a4. Pavyzdžiui, kai 6,3 pakeičiame skaičiumi 6, 
arba 9,7 — skaičiumi 10, arba 7,5 — skaičiumi 7 ar skai- 
čiumi 8, paklaida visais atvejais neviršija. Tuo tarpu, 
jei iracionalus skaičius pakeičiamas artimiausiu sveiku 
skaičiumi, tai padaryta paklaida yra mažesnė už 
Nuo šio paprasčiausio fakto ir pradėsime dėstyti aproksi- 
mavimo teoriją. 

2 teorema. Kiekvieną iracionalų skaičių a atitinka vie- 
nintelis sveikas skaičius m, kuris tenkina nelygybes 
Ž 
27 4 

Įrodymas. Skaičių m pasirinkime taip, kad jis bū- 
tų sveikasis skaičius, artimiausias skaičiui a; pavyzdžiui, 
jei a=ļĻ/ 3=1,73..., tai imsime m=2, o jei a=2/ 3= 
=3,46..., tai pasirinksime m=3. Iš tų pavyzdžių matyti, 
kad m gali būti pirmas sveikasis skaičius, didesnis už a, 
arba paskutinis sveikasis skaičius, mažesnis už a: tai pri- 
klauso nuo to, kuris iš tų dviejų skaičių yra arčiau prie a. 
(Aišku, kad vienas iš tų skaičių yra arčiau prie a, negu ki- 
tas, nes priešingu atveju a būtų tiksliai viduryje 
tarp dviejų gretimų sveikųjų skaičių, tarp n ir n+ 1, o tada 


1 
— 7 <a—m < 


jis būtų lygus racionaliam skaičiui n+, tai prieštarau- 
ja mūsų prielaidai.) Tą patį dalyką dar galima išreikšti 
kitaip. Kiekvienoje vienetinio ilgio atkarpoje AB, pasirink- 
toje tiesėje (20 pav.), yra tiksliai vienas sveikas skaičius, 
išskyrus tą atvejį, kai taškai A ir B yra sveiki. Tašku A 
laikykime tą tašką, kuris atitinka skaičių šo B — taš- 
ką, atitinkantį skaičių a+r. Kadangi a—}ir c+5nėra 
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sveikieji skaičiai (jie nėra net racionalūs; žr. IV skyriaus 
1 teoremą), tai galime būti tikri, kad taškai A ir B nėra 
sveiki. Raide m pažymėję vienintelį sveikąjį skaičių, pri- 


-3 -2 -7 0 -1 „2 3 
num —————-—-1" Lisos 
; A 8 
20 pav. 


klausantį jki a AB, matome, kad m ia griežtai tarp 


a- + ir atg . Tokiu būdu, 


1 1 
a-y <m<a+5 R 


x 


o iš čia, atėmę a, gauname 


1 
=y <m-a<5 


Bet jeigu skaičius m—a yra tarp -Lirg, tai tą patį ga- 
lima pasakyti ir apie skaičių, kurį gauname, pakeitę jo 
ženklą priešingu; todėl a—m irgi yra tarp -şir L Vadi- 
nasi, 2 teoremoje nurodytas lygybės įrodėme. | 

Toks sveikasis skaičius yra tik vienas. Iš tikrųjų tar- 
kime, kad egzistuoja kitas sveikasis skaičius n, kuris ten- 
kina nelygybės 


siai 
Tada taip pat 
-3 EMR 


Prie kiekvieno šias nelygybes sudarančio skaičiaus pridė- 
ję po a, matome, kad n turi tenkinti nelygybes 


1 1 
u-5 <n<a+ p 
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Kadangi atkarpoje AB yra tik vienas sveikas skai- 
čius, tai skaičius n būtinai turi sutapti su m. 


Pratimai 


(Sprendžiant šituos ir tolesnius pratimus, naudinga žinoti, kad 
V 2=1,41421..., V 3=1,73205..., n=3,14159.. ). 
1. Raskite sveikuosius skaičius, artimiausius šiems skaičiams: 


a) V 26) 2V2 c) 3 V2, d) 4V2 e) 3 V3, 
i) 4 V 3, g) a, h} 10m, j) — 3, k) —7a. 

2. Įrodykite, kad kiekvieną iracionalų skaičių a atitinka vienintelis 
sveikas skaičius g, kuris tenkina nelygybę 0<a-g<1. 


$ 3. APROKSIMAVIMAS RACIONALIAIS 
SKAIČIAIS 


Vienas iš būdų aproksimuoti iracionalų skaičių, saky- 
kime, skaičių V2 pasireiškia tuo, kad naudojamasi jo de- 
šimtaine išraiška: 

2=1,41421... 


Skaičiai 1; 1,4; 1,41; 1,414; 1,4142; 1,41421; ... sudaro se- 
ką, kurios nariai vis glaudžiau ir glaudžiau artėja prie yÈ 
Visos šios apytikslės reikšmės yra racionalūs skaičiai, to- 
dėl turime begalinę skaičiaus y2 apytikslių racionalių 
reikšmių seką 
1 14 141 1414 14142 M42 0) 
1 >? 10°-100? 1000? 10000? 100000 * 


Šitos sekos skaičiai, einant ja į dešinę, darosi vis artimes- 
ni ir artimesni skaičiui V 2 Negana to, dar galioja nely- 
gybės 
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ing 


iii 


w< Vri T0? 
141 142 
w< V 2< m 
1414 1415 
wo <V 2< i: 
! 142 14143 
10000 < V 2< 0: 


141421 141422 . 
i0000 < V 2< Too © t t 


Iš šitų nelygybių matyti, kad be galo daug (1) sekos na- 
rių yra kiek norima arti prie V2. Tarkime, pavyzdžiui, kad 
norime įsitikinti, jog yra be galo daug racionalių skaičių, 
kurie nuoj 2 skiriasi mažiau negu 0,0001. Tuo tikslu pa- 
kanka pastebėti, kad tokią sąlygą tenkina visi (1) sekos 
skaičiai, pradedant penktuoju. 

Tačiau visi (1) sekos racionalūs skaičiai turi tą savy- 
bę, kad jų vardikliai yra skaičiaus 10 laipsniai. Bendruoju 
atveju, kai vardikliams nėra jokių apribojimų, gali atsi- 
rasti ir geresnis skaičiaus y2 aproksimavimas raciona- 
liais skaičiais. 

Tai, ką norime pasakyti, aiškiai matyti iš iracionalaus 
skaičiaus 1 pavyzdžio. Kadangi n reikšmė yra 3,14159..., 
tai skaičiaus n seka, analogiška (1) sekai, bus tokia: 


3 31 314: 3141 31415 314159 (2) 
“I> 10° 100> T000> T0000> 100000 >>> 
y Šš ix 22 Ž 2 : 
Tačiau žinome, kad skaičius > geriau aproksimuoja m, ne- 
3 Tau : _ 22 Fi DA 314 z 
gu jọ. Iš tikrųjų + yra net arčiau prie n, negu gg » Nors ir 
ne arčiau, negu tolesni (2) sekos nariai. 


119 


Norėdami išvengti priklausomybės nuo vardiklių 10, 
102, 103 ir t. t., pirmiausia įrodysime, kad kiekvieną iracio- 
nalų skaičių galima aproksimuoti racionaliu skaičiumi, tü- 
rinčiu bet kokį iš anksto nurodytą vardiklį. 


3 teorema. Tarkime, kad à — bet kuris iracionalus skai- 
čius, o n — bet kuris sveikas teigiamas skaičius. Tada eg- 


zistuoja toks racionalus skaičius z su vardikliu n, kuris 
tenkina nelygybes 


1 „m 
= 3 m i. 


Šios teoremos įrodymą iš pradžių pailiustruosime pa- 
vyzdžiu. Tarkime, kad skaičius A lygus yV o n lygus 23. 
Išnagrinėsime iracionalų skaičių 23ļ/ 2. Kadangi|/2= 
=1,41421..., tai skaičiaus 23ļ/2 dešimtainė išraiška bus 
tokia: 

23]/ 2 =32,52. .. 


Vadinasi, skaičiui 23y 2 artimiausias sveikasis skaičius 
yra 33. Tai ir yra skaičius m, minimas 2 teoremoje, kurio- 
je, imant a=23]/ 2, sakoma, kad 


1 S 1 
= <231/ 2—33< 5 
Bet 33 yra ir skaičius m, minimas 3 teoremoje, nes, gau- 


tąsias nelygybes panariui padaliję iš 23 (tai galima da- 
ryti, remiantis 1 teorema), gauname 


1 = 8 
-p<V 2- 3<p: 


Įrodymas. Pirmiausia pastebėsime, kad pagal IV 
skyriaus 1 teoremą skaičius nà yra iracionalus. Skaičiumi 
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m laikysime sveikąjį skaičių, artimiausią skaičiui nA. Re- 
miantis 2 teorema, 
1 f 1 
=> <ni- m< 2: 
Šias nelygybės panariui padaliję iš sveiko teigiamo skai- 
čiaus n (tai galima daryti, remiantis 1 teorema), gausime 


1 m 1 
=>, SA 8 Fn 
Vadinasi, 3 teoremą įrodėme. 


Pavyzdys. Rasime racionalius skaičius z „apie ku- 
riuos kalbama 3 teoremoje, kai 4=]/ 2, o n=1, 2, 3, 4, 5, 
6, 7, 8, 9, 10. 


Sprendimas. Paprastas skaičiavimas parodo, kad l 
skaičiams 
VZV Z3 y Bay 5V2 6y ETVE 
8/2, 9 2, 10 Z 
artimiausi sveikieji skaičiai yra 1, 3, 4, 6, 7, 8, 10, 11, 


13, 14. Vadinasi, ieškomieji racionalūs skaičiai — tai 


3 6 7 8 10 U 13 4 
> Do 4> 5? 6? 7> 8? 57 10" 


1 84 
T 30 
Kiekvienos apytikslės reikšmės paklaida yra mažesnė 


1 a L PSP 5 igs 
už 53 > 2 — sveikasis skaičius, parašytas atitinkamos trup- 
menos vardiklyje. 


Iš pateiktojo pavyzdžio matyti, kad trupmena 7 , mini- 
ma. 3 teoremoje, nebūtinai nesuprastinama. 
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Pratimai 
1. Raskite racionalius skaičius 7 „apie kuriuos kalbama 3 teoremoje, 
tuo atveju, kai A= Į/ 3, n=1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10. 


m A : ; 
2. Raskite racionalius skaičius; , apie kuriuos kalbama 3 teoremoje, 


tuo atveju, kai A=1=3,14159..., n=1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10. 
3. Įrodykite, kad, turint bet kurį iracionalų skaičių A ir duotą sveiką 
teigiamą skaičių n, egzistuoja toks sveikasis skaičius m, kad 


J ml 
= A TA Ro 


*4, Įrodykite, kad bet kurį fiksuotą iracionalų skaičių A ir duotą svei- 
ką teigiamą skaičių n atitinka tik vienas sveikasis skaičius m, ku- 
ris tenkina 3 teoremos nelygybes. 


*5. Įrodykite, kad 3 teorema nebūtų teisinga, jeigu joje trupmeną = 
laikytume nesuprastinama, t. y. jeigu jos formuluotėje vietoj „Ta- 
da egzistuoja toks racionalus skaičius z su vardikliu n“ būtų pa- 
sakyta: „Tada egzistuoja tokia nesuprastinama racionali trupme- 


m 
na g su vardikliu n...“ 


§ 4. GERESNIS APROKSIMAVIMAS 


3 teoremoje tvirtinama, kad kiekvieną iracionalų skai- 


Sa P i , i ; avie „ME A g 
čių A galima aproksimuoti racionaliu skaičiumi AT tiks- 


lumu“, t. y. su paklaida, mažesne už, Ar galima rasti 


analogišką reikšmę D tikslumu, arba Ł tikslumu, arba, 
gal būt, dar geresnę? Atsakymas į šį klausimą teigiamas. 
Kitoje teoremoje bus parodyta, kad A galima aproksimuoti 
racionaliu skaičiumi Z su paklaida, mažesne už F. koks 
bebūtų A: k=3, k=4, k=1000 ir t. t. Tačiau tuo tarpu, kai 


3 teoremoje aproksimavimas Ž tikslumu buvo galimas, 
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imant bet kurį sveiką teigiamą skaičių n, apkrosima- 
vimas L tikslumu, kai duotas k, 4 teoremoje galimas ne 
visiems ^. 
Ar galima bet kurį iracionalų skaičių A aproksimuoti 
racionaliu skaičiumi z su paklaida, mažesne už k „ arba 
; 2 sl = A 
su paklaida, mažesne už, arba, gal būt, dar geriau? 
4 ; E as . m 
£ tikslumu — galima, o = tikslumu — negalima. Tačiau 
šiems klausimams skirti tolesni paragrafai. O dabar nagri- 
. exe + . m . 
nėsime skaičiaus aproksimavimą trupmena su paklaida, 
x al 
mažesne už >. 
4 teorema. Bet kurį iracionalų skaičių M ir kiekvieną 
sveiką teigiamą skaičių k atitinka toks racionalus skaičius 


Tsu vardikliu n, neviršijančiu k, kad galioja nelygybės 


Prieš tos teoremos įrodymą bendruoju atveju paaiškin- 
sime ją atskiru atveju. Imsime A=V 3, „=8. Pirmiausia 
apskaičiuosime visus skaičiaus A kartotinius nuo 1-4 iki 
k-) imtinai. Surašysime tuos skaičiaus V 3 kartotinius, 
kiekvieną iš jų išreikšdami dviejų teigiamų skaičių — svei- 
kojo skaičiaus ir skaičiaus, mažesnio už 1,— suma: 

V 3=1+0,732..., y 3—1=0,732..., 
21/3=3+0464..., 2/ 3-3=0464..., 
3 3=5+0,196.... 34 3—5=0,196..., - 
4 3=6+0,928..., 4 3—6=0,928. .., 
51 3=8+0,660..., 54 3—8=0,660..., 
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61/3=10+0,392..., 6]/3—10=0,392. A 
7 3=12+0,124..., 7/ 3—12=0,124...., 
81/ 3=13+-0,856. 2 81/ 3—13=0,856. sis 


Lygybės, parašytos šios lentelės dešiniajame stulpely- 
je, yra gautos, atėmus sveikąją dalį iš atitinkamų lygybių 
kairiajame stulpelyje. 


L-L-—L—-L-——— L LL L 
0 | 4 L Ys + Z] Yg % 4-1 
21 pav. 


Toliau vienetinį intervalą padalysime į aštuonias da- 
lis: Ji, I2,... Ig, kaip parodyta 21 paveiksle. Tokiu atveju 


intervalas /;, susideda iš skaičių, esančių tarp 0 irt, I; — iš 


skaičių tarp $ ir 3 J; — iš skaičių tarp 4 ir Žr t. t 
Dabar aštuonių skaičiaus y3 kartotinių trupmenines da- 


lis priskirsime intervalams Z1, Z2, ... Is. Tada 


0,732 . . . priklauso Z6 (nes 0,732... yra tarp 2 
„ 6 
1f F) 


* Kadangi norėtume gauti griežtas nelygybes, tai „tarp“ patogiau 
bus suprasti kaip „griežtai tarp“. Vadinasi, intervalas I; susideda iš 
visų tų taškų u, kurie tenkina 1ielygybes 

j=l J 
TE <u<g: 


(Pabrėšime, kad skaičiaus 3 kartotinių trupmeninės dalys negali 
sutapti su intervalų /;, 72, ..., /s galais, nes šie S iracionalūs 
3 4 5 6 


skaičiai, o intervalų galai 0, 378737 3: 5 3 p? 1 — racio- 


nalūs skaičiai.).— Rus. leid. red. pastaba. 
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0,464 . . „priklauso 74, 
0,196.. . priklauso 72, 
0,928 . . . priklauso 78, 
0,660 . . . priklauso 7e, 
0,392 . . . priklauso 74, 
0,124.. . priklauso /;, 
0,856 . . . priklauso 77. 


Pasinaudosime tuo skaičiumi, parašytu lentelėje, kuris 
priklauso /į: 


0,124. 2 priklauso 74, t. y. 77 3—12 priklauso 74. 
Kadangi skaičiai, priklausantys intervalui Jı, įterpti 
tarp 0 wi „tai 


0<71/3-12< £. 


Bet jeigu skaičius 7 1/ 3—12 yra įterptas tarp 0 ir, tai jis, 
aišku, bus įterptas ir tarp — $ bei = si y: 
1 T i 
=“ <7V 3-12<3- 
Dalydami tų nelygybių visus narius iš 7, gauname 
1 = 12 1 
=78 <V 3- 7 <73- 
Tuo pačiu gavome rezultatą, apie kurį kalbama 4 teoremo- 
je, imant 4=|/ 3, k=8, n=7 ir m=12. 
Atliktieji samprotavimai rėmėsi tuo, kad skaičius 
i 13-12 priklauso intervalui 7}. O ką daryti, jei į inter- 
valą /, nepatenka nė vienas skaičius? Pastebėsime, kad 
tokiu atveju viename iš intervalų 72, /5, ... /s turi būti du 
arba daugiau skaičių. Mūsų pavyzdyje ne tik egzis- 


tuoja skaičius intervale /,, bet dar dviejuose intervaluo- 
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se — intervale 74 ir intervale Js — yra po du skaičius. Im- 
kime du skaičius, priklausančius intervalui 76: 


0,732 ... priklauso /Ę, t. y. V 3—1 priklauso Z6 
0,660 .. . priklauso Te, t. y. 543-8 priklauso 76. 


Savaime aišku, kad tuo atveju, kai du skaičiai priklauso 7e 
(arba bet kuriam kitam intervalui), tai jų skirtumas yra 


I E : sxa aj 
tarp Spigo Todėl imdami tuos du skaičius iš interva- ` 


lo Je, turime 
1 51/3. 3-1 1 
=g [y -e= (y 3-1) 5: 
1 = 1 
E <4V 3-7< 5: 
Padaliję tų nelygybių narius iš 4, gauname 
1 = T 1 
= VT B 


Gautosios nelygybės irgi išreiškia to tipo rezultatą, apie 
kurį kalbama 4 teoremoje, kai a=] 3, k=8, bet dabar n= 
=4, m=7. 

4 teoremos įrodymas. Ką tik išnagrinėtą pa- 
vyzdį galima laikyti modeliu, įrodinėjant 4 teoremą bend- 
ruoju atveju. Tarkime, kad duotas iracionalus skaičius A 
ir sveikas teigiamas skaičius k. Sudarome k skaičių A, 23, 


34, 4h,..., kà ir visus juos išreiškiame sveikosios dalies 
ir trupmeninės dalies sumomis: 

A=0;,+i, A—0; = pi, 

2A=05+ Ba, 2h— az= Bo, 

31)=05+P5, 3A — a3 = fs, 

4\=4a4+ B4, i 4\—a4= f4, 

kì =ar + Pa, kà —ar= Pr. 
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 —————— 


ias 


Raidės ai, a2, ..., a, reiškia sveikuosius skaičius, o raidės 
Pi, B2,-.., Bh — skaičius, įterptus tarp O ir 1. Toliau viene- 
tinį intervalą padalykime į k dalių /i, 72, ... Iņ, kurių kiek- 


vienos ilgis lygus -+ (22 pav.). Intervalas /, susideda iš 
4 G h 4 I 


-—-—1—17—1—1—1—1—1 
O UR A Mo L azt 
22 pav. 


skaičių, įterptų tarp 0 irŁ, la — iš skaičių, įterptų tarp} ir 
Fi I3 — iš skaičių, įterptų tarpŽirŽir t. t. Zodį „tarp“ čia 
reikia suprasti griežtąja prasme; pavyzdžiui, skaičiai Žir. 


Š patys nepriklauso intervalui J3. Pastebėsime, kad pagal 
IV skyriaus 1 teoremą visi skaičiai Bi, B2, ..., Ba yra iracio- 
nalūs. Vadinasi, nė vienas iš skaičių B negali būti lygus 
kuriam nors iš racionalių skaičių 


„L 2,3 AL, 
R’?! R?! R see’ R B 


todėl kiekvienas p priklauso tiksliai vienam iš intervalų 
Ji, Ip, I3,..., Ip. 

Gali būti du atvejai: arba intervale /, yra vienas ar ~ 
daugiau skaičių B, arba šiame intervale nėra nė vieno iš 
tų skaičių. Kiekvieną iš tų atvejų išnagrinėsime atskirai. 

1 atvejis. Intervalui /, priklauso vienas arba dau- 
giau skaičių 8. Tarkime, kad p, yra intervale /;. Simbo- 
lis n čia reiškia vieną iš skaičių 1, 2,3,..., k. Kadangi skai- 
čius ßn lygus nà—an, tai 


1 
0<n.—an< +, 
nes /, yra intervalas, apribotas skaičiais 0 irt. Iš čia 
turime 
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4 EE Da 
r E a Raa 
padaliję iš n, gauname 

1 a 1 
Si Sp 
Vadinasi, šiuo atveju 4 teorema įrodyta, nes skaičiumi m 
čia galima laikyti skaičių dn. 

2 atvejis. Intervale /, nėra nė vieno skaičiaus p. 
Tokiu atveju turime k skaičių Bi, B>,..-, Br, kurie yra iš- 
dėstyti 4—1 intervale 

Ir, Is,- <, Ik 


Pritaikysime vadinamąjį Dirichlės dėžių prin- 
cipą. Pagal tą principą, jeigu k—1 dėžėje tupi A triu- 
šių, tai bent vienoje dėžėje yra du arba daugiau triušių. 
Vadinasi, bent vienam intervalui priklauso du arba dau- 
giau skaičių 8. Sakykime, kad viename intervale yra skai- 
čiai B, ir Bj; čia r ir į — du aibės 1, 2, 3,..., k skaičiai. Ta- 
rẹ, kad j didesnis už r, gausime, kad [P yra teiglamas 
skaičius, mažesnis už k. . l 

Kadangi skaičiai B, ir B; sikia tam pačiam inter- 


valui, kurio ilgis lygus, tai jų skirtumas yra įterptas 


i 1. L 
arp = p H p: 


1 1 
TR <Bi—Br< +- 
Bet B;=jA—a;, Br=rà—ar, todėl 


1 1 
B <(jM—a;)- (rà— ar) <F? 


arba 


1 A 1 
— 5 S(r) (0-0) <7: 
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"Skaičių j—r pažymėkime raide n, o a;—a, — raide m. Tada 
1 1 
=E <ni- m< Re 


Skaičius n (pagal jo apibrėžimą) yra teigiamas, todėl, 
remiantis 1 teorema, paskutines nelygybes galima padaly- 
ti iš n ir gauti 


Kadangi, be to, skaičius n=j—r mažesnis už k, tai 4 teo- 
rema visiškai įrodyta. 


Pabrėšime, kad racionali trupmena * nebūtinai turi 
būti nesuprastinama. Jeigu skaičiai į—r ir a;—a, neturi 
bendrų daliklių, tai ji nesuprastinama, o priešingu atve- 
ju — suprastinama. 


Pratimai 


1. Suformulavus 4 teoremą, buvo nagrinėjamas jos atskiras atvejis, 
kai A=} 3, k=8. Kokias m ir n reikšmes būtume gavę, jeigu vietoj 
skaičių poros, priklausančios intervalui /ę, būtume pasirinkę skai- 
čių 0,464... ir 0,392... porą iš intervalo /4? 

2. Pritaikykite metodą, kuriuo naudojomės 4 teoremai įrodyti, kiek- 
vienam žemiau nurodytam atvejui ir raskite skaičius m: ir: n, ten- 
kinančius tos teoremos nelygybes: 


a) A=W3, k=2; h) A=W 2, k=8; 
b) 4=1/3, k=4; į) à= 2, k=10; 
c) A= 13, k=6; k) A= 2, k=14; 
d) A= 3. k=10; I) =x, k=2; 

e) A= 2, k=2; m) A=n, k=4; 

f) A= 2. k=4; -© n) A=m, k=6; 

g) =V 7, k=6; 0) Aa, k=, 
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$ 5. APROKSIMAVIMAS J, TIKSLUMU 


4 paragrafo pradžioje buvo nurodyta bendra mūsų at- 
liekamo tyrinėjimo kryptis. Mes norime rasti kiek įmanoma 
geresnes iracionalaus skaičiaus A apytiksles reikšmes. Nuo 


Egu : ; A ; 1 
skaičiaus A aproksimavimo trupmena = tikslumu 5; bet 


A zg P r r l 
kuriam n (3 teorema) perėjome prie aproksimavimo z, 


tikslumu kai kuriems n<k (4 teorema). Dabar gausime 
apytikslę reikšmę X tikslumu. 
5 teorema. Bet kurį iracionalų skaičių J. atitinka be ga- 


lo daug nesuprastinamų racionalių trupmenų z, kurios ten- 
kina nelygybes 


Įrodymas. Pirmiausia pastebėsime, kad bet kuris 
racionalus skaičius = , tenkinąs 4 teoremos nelygybes, au- 
tomatiškai tenkina ir 5 teoremos nelygybes. Iš tikrųjų, ka- 
dangi n neviršija skaičiaus k, t. y. k>n, tai, remdamiesi 

2 2 : 1 Kot 1 A 
1 teoremos punktais d, e ir g, turime; <y 177 <z . Vadi- 


nasi, bet kuris skaičius, įterptas tarp -4 ir EA bus taip 


pat įterptas tarp — L ir a 
Toliau įrodysime štai ką: jei kuri nors suprastinama 
trupmena tenkina 5 teoremos nelygybes, tai nesuprastina- 
ma trupmena, išreiškianti tą patį racionalų skaičių, irgi 
turi tenkinti atitinkamas nelygybes. Tarkime, kad, skaičių 
M sgeiepy A , M 
7 išreikšdami nesuprastinama trupmena, gauname gyo Ne 2 
bus papildomo apribojimo, jeigu prileisime, kad abu skai- > 
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čiai n ir N yra teigiami, nes „minuso“ ženklą visada gali- 
ma priskirti skaitikliui. Vadinasi, 


m M 

na 7 N , 0<N<n, 

nes, suprastinamą trupmeną išreiškiant nesuprastinama, 
trupmenos didumas nekinta, o pasikeičia jos -vardiklio di- 
dumas. Iš 1 teoremos išplaukia, kad 


tai jis automatiškai tenkina ir nelygybės 
io M io 
— pi SA- S Ma 

Norint užbaigti 5 teoremos įrodymą, belieka tik įsiti- 
kinti, kad egzistuoja be galo daug nesuprastinamų 
racionalių trupmenų Z „kurios tenkina nurodytąsias nely- 
gybes. Tarkime priešingai, kad yra tik baigtinis skaičius 

tokių trupmenų, sakykime, | | 


mı mM, Ma ‘Mi 


n? n ’ 3 o] 
ir išnagrinėkime i tokių skaičių: 


o M ms mi 
n’ 


Iš IV skyriaus 1 teoremos išplaukia, kad visi tie skaičiai 
yra iracionalūs; todėl nė vienas iš jų nėra lygus nuliui. 
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Kai kurie iš jų gali būti teigiami, o kiti — neigiami. Pasi- 
rinkime tokį didelį sveikąjį skaičių R, kad L būtų tarp 0 ir 
visų minėtųjų teigiamųjų, o —-+— tarp 0 ir visų neigia- 
mųjų skaičių. Taip pasirinkti skaičių k visada galima, nes, 
kuo didesnis A, tuo arčiau prie nulio yraLir =t, Taigi 
skaičius A pasirinktas toks didelis, kad nė viena iš žemiau 
parašytų nelygybių nėra teisinga”: 


1 m 1 

Tt S 
1 1 

TE A LES (3) 
J mi 1 

>“ 


Šitai k reikšmei pritaikę 4 teoremą, matome, kad egzistuo- 


ja racionalus skaičiuš =, kuris tenkina nelygybės 
= —> e l 
kn "Skin: 


Skaičius 1-2, būdamas įterptu tarp B g ; bús taip 


pat įterptas ir tarp — L ir 4 „t.y. 
1 „m 1 
71-27“ 5 


x x. . 7 m . e e% o 
Iš čia išplaukia, kad skaičius — nelygus nė vienam iš i 
ma mi į s Sar 
mo na? Nes (3) nelygybės neteisingos. 
Taigi radome dar vieną racionalią trupmeną, tenkinančią 


5 teoremos nelygybes. 


sx, m 
skaičių >, 
1 


* Kiekvienoje eilutėje viena nelygybė klaidinga.— Rus leid. vert. 
pastaba. 
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L > | Aurimas. Ms | R ais a EO 


Pavyzdys. Rasime keturias racionalias apytiksles 
iracionalaus skaičiaus m reikšmes, išreiškiamas nesupras- 
tinamomis trupmenomis ir tenkinančias 5 teoremos ne- 
lygybes. « Pk l 

Sprendimas. Iš pradžių pastebėsime, kad n= 
=3,14159... ir todėl 


t 


3 1 4 
mais - A. 


m 


| 


Ieškant kitų apytikslių reikšmių, galima pasinaudoti 3 teo- 
remos metodu ir surasti artimiausias skaičiui m raciona- 
lias. trupmenas | 

6 9 13 16 19 2. | 
223 4 5060 7 


6 9 
Trupmenas 5 ir + atmetame, nes jos suprastinamos ir po 


suprastinimo aleko naujo neduoda, o likusias patikriname, 
ar jos tenkina 5 teoremos nelygybes, ar ne. Pavyzdžiui, 


a <a-- S z so nelygybės!). 


Patikrinus r B ir £ Š tenka atmesti, o = ir 2 — 


7 
4 19“ 22 
palikti. Tokiu būdu, Š 1:7: 517 — vienas iš nagrinėjamo- 


jo uždavinio sprendinių. 
2 ai A : i ; 
Racionalus skaičius — yra labai gera skaičiaus n apy- 
tikslė reikšmė. Šitas skaičius — artimiausias skaičiūi a iš 
visų racionalių skaičių, kurių vardikliai yra tarp 1 ir 56. 
R siya 179 | sga a ; 
Racionalus ij 77 Prie skaičiaus a stovi šiek tiek ar- 
čiau, negu Ž , bet Ša netenkina 5 teoremos nelygybių. Ra- 
cionalus skaičius 3 S tenkina 5 teoremos nelygybės ir prie 
i yis 20 ai iu 
m stovi kur kas arčiau, negu = (jis su n sutampa iki šeš- 


tojo ženklo po kablelio!). 
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Galima įrodyti, kad teisingas šitoks 5 teoremos griež- 
tesnis variantas: bet kurį iracionalų skaičių J. atitinka be 


galo daug nesuprastinamų racionalių trupmenų = , kurios 
tenkina nelygybės 


1 m 1 
~ a(n+!l) L gr n(n +l)’ 


Jeigu vietoj 5 teoremos būtume rėmęsi šia teorema, tai pra- 
eitame pavyzdyje trupmeną 7 (kuri yra palyginus bloga 
skaičiaus n apytikslė reikšmė) būtų tekę laikyti netinkama. 

Norint įrodyti minėtąjį griežtesnį 5 teoremos variantą, 
reikia griežtesnio 4 teoremos varianto. Čia nurodysime tik 
pagrindines įrodymo gaires, smulkesnį nagrinėjimą pa- 
likdami skaitytojui. 

Įrodinėjant 4 teoremą, pagal Dirichlės dėžių principą 
buvo įsitikinta: jeigu k skaičių išdėstomi intervaluose, ku- 
rių skaičius lygus A, tai arba bent vienas skaičius patenka 
į pirmąjį intervalą, arba yra intervalas, į kurį patenka 
bent du iš tų skaičių. Norint įrodyti griežtesnį 4 teoremos 
variantą, vienetinis intervalas padalijamas į k+1 mažes- 
nių intervalų ir samprotaujama šitaip: jeigu k skaičių iš- 
dėstomi intervaluose, kurių skaičius lygus 441, tai arba 
vienas skaičius patenka į pirmąjį intervalą, arba vienas 
skaičius patenka į paskutinį intervalą, arba egzistuoja in- 
tervalas, kuriame yra bent du iš tų skaičių. Naudodamiesi 
šitaip išreikštu dėžių principu, gauname nelygybę 


1 m 1 
nkL I) == n(k+1I? 
kuri yra stipresnė už 4 teoremos nelygybę (likusi šitos teo- 
remos formuluotės dalis lieka nepakitusi). Dabar griežtes- 


nį 5 teoremos variantą įrodyti nesunku. 
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Pratimai 


1. Įrodykite, kad, imant bet kurį iracionalų skaičių A, tarp begalinės 
aibės racionalių skaičių, tenkinančių 5 teoremos sąlygas, yra du to- 
kie racionalūs skaičiai, kurių vardiklis n lygus 1, t. y. kurie yra 
sveikieji skaičiai. 

2. Tarkime, kad J. — bet kuris duotasis iracionalus skaičius. Įrodyki- 
te, kad visi racionalūs skaičiai, kurie tenkina 5 teoremos nelygy- 
bes, išskyrus vieną skaičių, automatiškai tenkina ir 3 teoremos 
nelygybes. 

3. Raskite du nesveikus racionalius skaičius, kurie tenkina 5 teore- 
mos nelygybes, kai i 


a) A= 2, b) A= 3, c) A= 5. 
4. a) Kurie iš pirmųjų penkių (1) sekos skaičių tenkina 3 teoremos 
nelygybes, kai A= V 2? 
b) Kurie iš jų tenkina 5 teoremos nelygybes? 
5. a) Kurie iš pirmųjų penkių (1) sekos skaičių tenkina 3 teoremos 
nelygybes, kai 4=1/ 3? 
b) Kurie iš jų tenkina 5 teoremos nelygybės? 


3 
*6. Įrodykite, kad 5 teoremos teiginys nėra teisingas, kai A= =. 
y 


5 
a m 
*7. a) Tarkime, kad -p A — nesuprastinamos racionalios trupmenos 
su teigiamais vardikliais. Įrodykite, kad tuo atveju, kai n>6 
tos trupmenos nelygios. Iš to išveskite, kad, imant n>b, ne- 


lygybės 
2 mol 
bn“ G" 1 “in 


negali būti teisingos. 


a 
b) Įrodykite, kad tuo atveju, kai A=;— bet kuris fiksuotas ra- 
cionalus skaičius, 5 teoremos teiginys nėra teisingas. 


[ 


*8. Visiškai įrodykite griežtesnįjį 5 teoremos variantą (sekdami met- 
4 
menimis, duotais $ 5 pabaigoje). Parodykite, kad skirtumai r-T 


19 22 
ir n— g netenkina sustiprintų nelygybių, o skirtumas n— + ten- 
kina. 
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$ 6. APROKSIMAVIMO TIKSLUMO APRIBOJIMAI 


3 teoremoje buvo įrodyta, kad bet kurį iracionalų skai- 
čių A. atitinka be galo daug racionalių skaičių“ , kurie ten- 
kina nelygybes l 


Paskui 5 teoremoje buvo nustatyta, kad yra be galo daug 


racionalių skaičių =, kuriems 
1 m 1 
11 — Sa 


Ar galima tvirtinti, kad egzistuoja be galo daug raciona- 


lių skaičių m, kurie tenkina nelygybes 


mo | 
— zm 2 > 2251 


Atsakymas į iškeltąjį klausimą yra teigiamas, bet mes čia 
to neįrodinėsime. Dar daugiau, yra nuostabi teorema, pa- 
gal kurią kiekvieną iracionalų skaičių A. atitinka be galo 
daug racionalių skaičių m „tenkinančių nelygybės 


== 3 7“ = 


be to, / 5— didžiausias skaičius, kuriam galima su- 
formuluoti analogišką teiginį. Tai reiškia, kad, kairėje ir 
dešinėje parašytų trupmenų vardikliuose skaičių y5 pa- 
keitus bet kuriuo didesniu skaičiumi, teoremos teiginys 
taptų klaidingas. 
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m a l aal o a a o i 


Kad skaitytojas susidarytų vaizdą, kaip įrodoma, kad 
trupmenos A vardiklyje esančios konstantos c didumas 
yra aprėžtas, įrodysime šitokį teiginį: egzistuoja tiktai 
baigtinis skaičius racionalių skaičių = , kurie tenkina ne- 
lygybes 

siey Tee n 


Įrodysime, kad iš tikrųjų (4) priklausomybė negalio- 
ja, imant bet kurį skaičių n, didesnį už 10. 

Įrodysime netiesioginiu būdu. Tarkime, kad (4) pri- 
klausomybė yra teisinga kai kuriems sveikiesiems m ir n, 
nors 1>10. Iš nelygybės 


1 z7 m 


kai nœ10, gausime 
TVT sa < V tų <2 (5) 
Kita vertus, iš nelygybės 
VRSE 
kai nœ10, išplaukia, kad 


asya m (6) 


Toliau, prie trijų skaičių, sudarančių (4) nelygybes, pri- 
dėję po = , gauname 


+h. (7) 


Jeigu parodytume, kad visi trys skaičiai, sujungti (7) ne- 
lygybėmis, yra teigiami, tai juos būtų galima, remiantis 
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1 teoremos punktu e, pakelti kvadratu, išlaikant nelygy- 
bes. Pasirėmę. (6), turime 


m 
FARE < >1- 5 >l— n >0, 

todėl visi (7) nelygybės sudarantieji skaičiai yra teigiami 
(nes teigiamas net mažiausias iš jų). Visas (7) nelygybės 
dalis pakėlę kvadratu, gauname 


m 112 (m 112 
(B) << (ki). 


mê 
Tta 2< ba ass 
Iš čia, visus E padauginę iš n?, turime 
2m 1 2m 1 
2 M 2 La 
ša T ga << M tšk t ga (8) 


Toliau, remiantis (5), 


2 Z. m, l 2 ES 
mot n 25n3 <m+ 57:21 85“ 
4 1 4 
<m2ž4+- T 00 <mn+l. (9) 


Kita vertus, irgi remiantis (5), 


>m- $ >m]. (10) 


(9) ir (10) rezultatus pritaikome (8) nelygybėms ir gau- 


name 
2 


Ža 2 2 m, osm 2. l 2 
m?—1<m n Caa <LO g a T a StL 


5 
m?—1<2n2?<m?+1. 
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Kadangi 2n* — sveikas skaičius, įterptas tarp m?—1 ir 
m24-1, tai jis lygus m?. Vadinasi, 


2 -— 
2 „2 m e m. 
2n =m, 2= w? V = 


to negali būti, nes |/ 2 — iracionalus skaičius, o skaičiai 
m ir n, pagal prielaidą, sveiki: 


Pratimai 


m 
1. a) Įrodykite, kad nėra racionalių skaičių Kr kurie tenkina nelygybės 


1 77 1 
A 
kai n>10; 
m 
b) raskite visus racionalius skaičius 7, kurie tenkina šitas nely- 
gybes. 
m 
2 a) Įrodykite, kad nėra racionalių skaičių 7, kurie tenkina nely- 
gybes 
1 pam d 
-E SV 2- S’ 
kai n>10; 
m 
b) raskite visus racionalius skaičius 7, kurie tenkina šitas nely- 
gybes. 
m 
3. a) Įrodykite, kad nėra racionalių skaičių 7 kurie tenkina nely- 
gybes 
1 — M 1 
TEVA 
kai n>10; 


m 
b) raskite visus racionalius skaičius — , kurie tenkina šitas nely- 
gybes. 
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$ 7. TRUMPOS IŠVADOS 


Nustatėme keletą rezultatų, parodančių, kokiu tikslumu 
bet kurį iracionalų skaičių X galima aproksimuoti begali- 


$ è exe m . "m è sy j . 
ne racionalių skaičių = aibe. Griežčiausia iš įrodytųjų 
2 


Vėliau, 6 paragrafe, buvo įrodytas neigiamo pobūdžio fak- 
tas, pagal kurį egzistuoja tik baigtinė aibė tokių ra- 


teoremų teigia, kad A galima aproksimuoti L tikslumu. 


cionalių skaičių Z „kad jų ir y2 skirtumas yra mažesnis 


e A sii ais zy ; aa , 
už g . Panašią neigiamą išvadą galima padaryti ir apie 
kiekvieną algebrinį skaičių. Būtent teisin- 
gas šitoks teiginys (čia jo neįrodėme): jei A — algebrinis 
skaičius, tai egzistuoja tik baigtinė aibė tokių racionalių 
skaičių z , kad skirtumas tarp jų ir skaičiaus A būtų ma- 


žesnis už > . Transcendentinių skaičių atžvilgiu toks tei- 
ginys, apskritai kalbant, nėra teisingas. Jis tinka tik kai 
kuriems, bet ne visiems transcendentiniams skaičiams. Ki- 
tame skyriuje nurodysime skaičių, kurį galima aproksi- 


muoti begaline aibe racionalių skaičių = ne tik = tiks- 


lumu, bet netgi E tikslumu, To tikslumu ir apskritai -= 


tikslumu, kai j — bet kuris, kad ir labai didelis, skaitytojo 
laisvai pasirenkamas skaičius. Bus įrodyta, kad minimasis 
skaičius nėra algebrinis, ir tokiu būdu įsitikinsime, kad eg- 
zistuoja transcendentiniai skaičiai. O iki šiol apie juos kal- 
bėjome, net nežinodami, ar jie egzistuoja, ar ne! 


VI SKYRIUS 


TRANSCENDENTINIŲ SKAIČIŲ 
EGZISTAVIMAS 


Ar egzistuoja transcendentiniai skaičiai? Šiame baigia- 
majame skyriuje pasistengsime į tą klausimą atsakyti. 
Lengva parašyti transcendentinį skaičių, bet nepaprastai 
sunku įrodyti, kad jis transcendentinis. Tas skaičius a, ku- 
rio transcendentiškumą įrodysime, turi vieną svarbią savy- 
bę: jo dešimtainė išraiška susideda daugiausia iš nulių. 
Štai tas skaičius: 

a=0,1100010000... ; 


vienetai stovi tose vietose, kurių numeriai lygūs 


1, 2, 6, 24, 120, 720, 5040, ...,, 


t. y. vietose, kurių numeriai yra 


11, 21 31, 41, 51, Gl 71... 


Simbolis A!, kuriame k— natūrinis skaičius, vadinamas 
skaičiaus k faktorialu ir išreiškia visų natūrinių skaičių 
nuo 1 iki k sandaugą: 

k!=1.2.3..... (k—2). (k-1) -k. 


Visi skaičiaus a dešimtainės išraiškos skaitmenys, iš- 
skyrus tuos, kurių numeriai yra natūrinių skaičių iaktoria- 
lai, lygūs nuliui. Vadinasi, skaičių a galima išreikšti tokia 
skaičiaus 10 neigiamųjų laipsnių suma: 


a=1071+10-24+10711+1041+10514.. = 
=1014+1072+1064+107244+107204-, = 
=0,1 +0,01 +0,000001 +... (1) 


Minimasis skaičius a vadinamas Liuvilio skaičiu- 
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mi (Liuvilis — prancūzų matematikas, kuris pirmas jro- 
dė, kad egzistuoja transcendentiniai skaičiai). 

Kokia konkrečia skaičiaus a savybe galima pasinaudo- 
ti, įrodinėjant, kad jis nėra algebrinis? Ta savybė nusako- 
ma šitaip: skaičių a galima aproksimuoti begaline aibe 


racionalių skaičių ne tik tikslumu (tai teisinga 


n2 


kiekvienam iracionaliam skaičiui; žr. VI skyrių), bet 


i 1 1 ; : st z 2 
taip pat S m tikslumu ir apskritai 7 tikslumu, kai 
r — bet kuris teigiamas skaičius. Nė vienas algebrinis skai- 
čius šitokios savybės neturi. Jeigu A — bet kuris iraciona- 


lus skaičius, tai, kaip matyti iš VI skyriaus 5 teoremos, eg- 
zistuoja be galo daug tokių racionalių skaičių Z , kai skir- 


= S ais oda" yol 
tumas tarp jų ir skaičiaus A yra mažėsnis už iai 


„Bet jei- 
gu A—algebrinis skaičius, tai jo neįmanoma tiksliau 
: E k : k = e 2 1 
aproksimuoti begaline racionalių skaičių w aibe— nei zp 
. 2 „d > aš S ANEN 
tikslumu, nei dargi PER tikslumu; iš visų reiškinių 3 g e- 


riausias galimas reiškinys yra 5 „Ilgą laiką toks. 
tvirtinimas apie algebrinius skaičius buvo garsi problema. 

Šią problemą išsprendė 1955 metais anglų matematikas. 
K. F. Rotas, kuris už tą nuostabų darbą 1958 m. Tarptau- 
tiniame matematikų kongrese Edinburge (Škotija) buvo 
apdovanotas Fildso medaliu. Jo rezultatas buvo pavadintas. 
Tue—Zigelio—Roto teorema, nes A. Tue ir S. L. Zigelis. 
nustatė kai kuriuos faktus, kurie tapo Roto darbo pagrindu. 

Jau pabrėžėme, kad įrodyti skaičiaus a transcendentiš- 
kumą nepalyginamai sunkiau, negu tiesiog parašyti jo 
dešimtainę išraišką. Žemiau teks pasinaudoti VI skyriaus 
l paragrafo medžiaga, aprašančia nelygybių savybes. Be 
to, mums reikės naudotis ir skaičiaus modulio (absoliutinio 
didumo) sąvoka, su kuria skaitytojas, gal būt, yra jau su- 
sipažinęs. Vis dėlto, atsižvelgdami į skaitytoją, kuriam ši 
sąvoka gali būti nauja, apibrėšime, ką vadiname skaičiaus 
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moduliu, ir išnagrinėsime kai kurias modulio savybes. Taip 
pat, iš anksto ruošdamiesi tiems klausimams, įrodysime 
teoremą apie daugianario dalumą iš dvinario. 


$ 1. IŠANKSTINĖS ŽINIOS Iš ALGEBROS 


Kiekvienas realusis skaičius a yra arba teigiamas, arba 
neigiamas, arba lygus nuliui. Kiekvienani realiajam skai- 
čiui a apibrėšime jo modulį (absoliutinį didumą), žymimą 
simboliu |a|, šitaip: |a| =a, jeigu-a teigiamas arba lygus 
nuliui, ir |a| = —a, jeigu a neigiamas*. Pavyzdžiui, 


|0]=0, Į7|=7, |-4|=4, |-6|=6, 
13] =]3], |-5|=5, Į— 1000] = 1000. 


Užuot skaičiaus modulį apibrėžus atskirai atvejams, kai 

a teigiamas, neigiamas arba lygus nuliui, būtų galima jį 
įvesti viena lygybe 

laļ=y æ, (2) 


nes pagal priimtą susitarimą skaičius |/ a2 visada nenei- 
giamas (t. y. teigiamas arba lygus nuliui). 

Iš pateiktojo apibrėžimo tiesiogiai išplaukia teiginys: 
jeigu du skaičiai yra lygūs, tai lygūs ir jų moduliai, t. y. 


jeigu a=b, tai |a|=|b|. Kita paprasta išvada, gaunama 
iš (2) apibrėžimo, yra ta, kad skaičiai a ir —a visada turi 
vienodus modulius: |a| =]|—a]. 


Svarbu paminėti ir lygybę ļ|ab|=]ļaļ-]bļ]. Remiantis 
(2) lygybe, tai galima įrodyti taip: 


Ja|=1/ až, |6|= y 02, |a6]=1/ =y è V 02; 
iš čia 
|a6|=]|a] - [b]. 


* Smulkiau modulio sąvoka išnagrinėta Bekenbacho ir Belmano 
knygos, nurodytos p. 113, III skyriuje. 
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Toliau parodysime, kaip susiję |a+b| ir |a|+|b]|. Pa- 
sirodo, kad |44+6|<|a|+]|6|. Įrodydami šią nelygybę, 
kuri, kalbant apie kompleksinius skaičius, vadinama tri- 
kampio nelygybe, išnagrinėsime keletą galimų atvejų at- 
skirai. Jeigu abu skaičiai a ir b yra teigiami, tai 


|a4+6|=a+6, |a|=a, |6|=b, 
todėl 
|a4+6|=|4|+|5]. 
Jei abu skaičiai a ir b yra neigiami, tai 


|a4+6|=-a -b, |a|=—-a, |b|=-6, 


todėl, kaip ir anksčiau, 

|2+6|=]|a| +|6|. 
Jeigu a ir b yra skirtingų ženklų (vienas — teigiamas, o ki- 
tas — neigiamas), tai, juos sudedant, įvyksta suprastini- 


mas; todėl |a+b| yra mažesnis už didesnįjį iš skaičių |a| 
ir |b|. Vadinasi, šiuo atveju 


|a+6|<|a|+|6]. 


Jei vienas iš skaičių a ir b, sakykime, b lygus nuliui, tai 


|a+6|=|4+0| =|a|, |6|=|0| =0, 
todėl 
Įa44+6|=|a|+|6]. 


Vadinasi, visais atvejais arba 


|a+6|=|a| +|6], 
arba 
|2+5]<|4]+|6]. 


Visus aukščiau minėtus teiginius apie modulius bus pa- 
togu išreikšti viena teorema. 
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1 teorema. Jeigu a ir b — bet kurie realieji skaičiai, tai 


1) iš a=b išplaukia |a|=|6|, 
2) |a|=|--a], 

3) |a6|=|a| - [6], 

4) |a+6|<|a| + 6]. 


Dabar įrodysime vieną algebros teoremą, žinomą teo- 
remos apie daugianario dalumą iš dvi- 
nario vardu. Čia ją įrodysime specialiu atveju, kuris 
bus patogus mūsų tolesniems tikslams. 


2 teorema. Tarkime, kad į(x) — daugianaris su svei- 
kais koeficientais, o racionalus skaičius B — lygties f(x) = 
=0 šaknis. Tokiu atveju x— B yra daugianario f(x) dalik- 
lis, t. y. egzistuoja toks daugianaris g(x), kad 


(x)= (*—B)4(*). 


Be to, q(x) turi racionalius koeficientus, o jo laipsnis yra 
vienetu mažesnis už f(x) laipsnį. 


Įrodymas. Jeigu f(x) dalysime iš x— p, tai gausi- 
me tam tikrą dalmenį q(x) ir liekaną r. Kadangi liekanos 
laipsnis visada mažesnis už daliklio laipsnį, o daliklis šiuo 
atveju yra pirmojo laipsnio daugianaris, tai r yra konstan- 
ta, nepriklausanti nuo x. Tokiu būdu, turime 


F(x) = (xB) q(x) +r. 


Daugianario q(x) koeficientai yra racionalūs skaičiai, nes 
dalijimo procese atliekami veiksmai yra vadinamosios ra- 
cionalios operacijos. Parašytoji lygybė yra tapatybė x at- 
žvilgiu, todėl joje vietoj x galima parašyti skaičių ß; tai 
padarę, gauname /(B)=r. Tačiau p yra lygties f(x) =0 
šaknis, todėl f(8) =0. Vadinasi, ir r=0. Taigi, dalijant f(x) 
iš x—B, gautoji liekana lygi nuliui, t. y. f(x) = (x—ß)q(x). 
Pagaliau aišku, kad g(x) laipsnis yra vienetu mažesnis už 
F(x) laipsnį nepriklausomai nuo to, koks f(x) laipsnis. 
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Pratimai 


1. Raskite reikšmes |2|, |-2|, |-8| ir |1071]. 

2. Šiame paragrafe įsitikinome, kad iš a=b išplaukia |a|=|6|. Ar 
teisingas atvirkštinis teiginys? 

3. Įrodykite, kad |a4+6-+c|<|a| +|6| +|c|. 

4. a) Įrodykite, kad |x+7|=x+7, kai x>—7, bet |44+7|=—x-7, 

kai x <—7; 

b) panašiai išanalizuokite priklausomybę |x—7|=x—7. 

5 Kokios turi būti x reikšmės (jei tokios x reikšmės iš viso egzistuo- 
ja), kad būtų teisingos šios lygybės: 


a) |x+7|=5+ |x], c) |*+7|+|x—7| = |x| +7, 
b) |x|=|x—4|, d) 2x=2|x|? 


6. Įrodykite, kad VI skyriaus 5 teoremos nelygybes 
l 1 m 1 


ve“ non 

galima užrašyti šitaip: i 
1 

<w: 


m. 
=h 


7. Įrodykite, kad 8!=8- (7!) ir apskritai (j+1)!=(j+1)- (j!). 
8. Įrodykite, kad (j+1)!-į!=j- (j!). 


> 3 
9. Įsitikinkite, kad 5 yra lygties (x) =2x*— 13x°+27x?—4x—21=0 šak- 
nis. Po to patikrinkite 2 teoremą, apskaičiuodami dalmenį g(x), gau- 


3 ; 
namą, dalijant f(x) iš x-7: ; y 


§ 2. VIENAS SKAIČIAUS a APROKSIMAVIMO 
BŪDAS 


wii 


Skaičiaus a transcendentiškumas sąlygojamas tuo, kad 
jį galima nepaprastai gerai aproksimuoti kai kuriais racio- 
naliais skaičiais. Dabar parodysime vieną būdą skaičiui a 
aproksimuoti. Gerą apytikslę racionalią reikšmę gausime, 
imdami baigtinį skaičių (1) eilutės, apibrėžiančios a, na- 
rių. Tarkime, kad p yra (1) eilutės pirmųjų į narių suma: 


B=10 11024 1021. +10. (3) 
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Sveikojo skaičiaus j reikšmę patikslinsime vėliau. Pabrė- 
šime, kad B — racionalus skaičius, nes jį galima išreikšti 
trupmenų su vardikliais, kurie yra 10 laipsniai, suma: 


ga 


10 


1 1 1 
+ 102 + 103! +. . „+ 107 
Visas šitas trupmenas parašę su vienodu vardikliu 107! ir 
sudėję, gausime 

LŽS 
B= 107! 7 | (4) 

skaitiklis £ yra atitinkamas sveikasis skaičius, kurio 
tiksli reikšmė mums nesvarbi. 

Racionalus skaičius B labai mažai skiriasi nuo skai- 
čiaus a. Iš (1) ir (3) lygybių turime 


a— B=1076+D 4 1070+214 1070+94... 


Skaičiaus a—ß dešimtainė išraiška, kaip ir paties a išraiš- 
ka, susideda tik iš nulių ir vienetų. Skaitmuo 1 parašytas 
(/+1)!-—je vietoje, paskui (/+2)!—je vietoje ir t. t. Vadi- 
nasi, skaičius a— p yra mažesnis už skaičių 


0,000000 . . . 0000002, 


kurio visi skaitmenys lygūs nuliui, išskyrus skaitmenį 2, 
stovintį (j+1)!—je vietoje. Kitaip tai galima išreikšti ne- 
lygybe 
2 

Mums bus reikalingos ir kai kurios kitos paprastos ne- 
lygybės, liečiančios skaičius a ir B. Kadangi a ir p — tei- 
giami skaičiai, tai teigiami ir visi jų laipsniai. Be to, ka- 
dangi a<! ir B<I, tai a7<!, pS<1 ir a7B*<!, imant bet 
kuriuos sveikus teigiamus skaičius r ir s. Vadinasi, 


0<ar<!, 0<p*<!, O<arpė<!. (6) 
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$ 3. ĮRODYMO PLANAS 


Įrodydami, kad skaičius œ yra transcendentinis, tarki- 
me priešingai, kad a yra algebrinis skaičius, ir iš to gau- 
sime prieštaravimą. Minėtoji prielaida reiškia, kad a ten- 
kina kurią nors algebrinę lygtį su sveikais koeficientais. 
Iš visų algebrinių lygčių, kurias tenkina a, pasirinksime 
žemiausio laipsnio lygtį. Tegul tai bus lygtis 


CX + Cn XL Cn% +... + CX? + 


+cıx+co=0. (7) 


Daugianarį, parašytą (7) lygties kairiojoje pusėje, trumpai 
pažymėsime f(x). Visoje tolesnėje šio skyriaus dalyje dau- 
gianaris f(x) vaidins pagrindinį vaidmenį. Stai pagrindi- 
nės prielaidos daugianario f(x) atžvilgiu, kurias reikia 
atsiminti: 

1) f(x) turi sveikus koeficientus; 

2) skaičius a yra lygties f(x) =0 šaknis, todėl f(a) ly- 
gus nuliui [simbolis f(a) reiškia skaičių, kurį gau- 
name, į f(x) vietoj x įstatę a]; 

3) skaičius a netenkina nė vienos lygties su sveikais 
koeficientais, kurios laipsnis yra mažesnis už n. 

Skaičius /(8), kurį gauname, į f(x) vietoj x įstatę p, 

irgi vaidins svarbų vaidmenį tolesniuose samprotavimuose. 

Įrodymo idėja yra tokia: skaičius f(a) —/(B) [arba 

—f(B), nes /(a) =0] nagrinėjamas dviem skirtingais po- 
žiūriais. Viena vertus, —f() yra daugianaris atžvilgiu 
su sveikais koeficientais. Kadangi B — racionalus skaičius, 
tai —f(B) taip pat racionalus skaičius; įsitikinsime, kad 
jo modulis palyginus didelis. Kita vertus, f(a) —/(B) yra 
dviejų daugianarių skirtumas; kitame paragrafe parodysi- 
me, kad šis dydis yra tos pačios eilės, kaip ir skirtumas 
a- B, ir todėl jis palyginus mažas [žr. (5) nelygybę]. Va- 
dinasi, jei tariame, kad a — algebrinis skaičius, tai gau- 
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name dvi viena kitai priešingas išvadas apie dydžio 
f(a) —/(B) eilę ir tuo pačiu susiduriame su prieštaravimu. 

Kitame paragrafe tam reikalui paruošime dirvą, įrody- 
dami, kad f(8) nelygus nuliui ir kad |(a) —f(B) yra tos 
pačios eilės dydis, kaip ir a— p. 


Pratimai 


— 


. Patikrinkite šias tapatybes: 

a) at—pt= (a—ß) (0? +078+0P7+ B?), 

b) a5— B= (a— B) (a*+-03B+-02B7+ ap? +B*), 

c) a5— BS= (a— P) (aš +04B +a? + a?P3 +0P++ 65). 
2. Parašykite tapatybę, kurioje a7— 7 išreiškiama skirtumo a—p ir 

6 laipsnio daugianario sandauga. 

3. Įrodykite, kad bet kuris algebrinis skaičius tenkina be galo daug 
algebrinių lygčių su sveikais koeficientais. 


§ 4. DAUGIANARIŲ SAVYBĖS 


3 teorema. Skaičius B nėra (7) lygties šaknis, t. y. 
F(b) #0. 

Įrodymas. Tarkime, kad p yra (7) lygties šaknis. 
Tada pagal 2 teoremą x— B yra f(x) daliklis: 


Ix) = (x— B)a(x); 


be to, daugianario g(x) laipsnis yra vienetu mažesnis už 
daugianario f(x) laipsnį, o jo koeficientai — racionalūs 
skaičiai. Kadangi a yra lygties f(x) =0 šaknis, tai 


f(a) = (a— B) g (a) =0. 


Tačiau dviejų skaičių sandauga lygi nuliui tik tada, kai 
vienas tų skaičių lygus nuliui. Skaičius a— nelygus nu- 
liui, nes a nesutampa su p. Vadinasi, g(a) =0, t. y. a yra 
lygties g(x) =0 šaknis, o g(x) laipsnis lygus n— 1. Raide k 
pažymėkime visų daugianario g(x) koeficientų vardiklių 
sandaugą. Aišku, kad daugianaris kg(x) turi sveikus koe- 


11 A. Nivenas 149 


ficientus, o skaičius a yra jo šaknis, t. y. ką (a) =0. Bet tai 
prieštarauja mūsų prielaidai, kad a netenkina nė vienos 
lygties su sveikais koeficientais, jei jos laipsnis yra ma- 
žesnis už n. Tokiu būdu, pradėję nuo lygybės /(B) =0, ga- 
vome prieštaravimą; teorema įrodyta. 

Dabar, vykdydami praeitame paragraie užsibrėžtą pla- 
ną, parodysime, kad |j(a)—jf(B)| yra tos pačios eilės dy- 
dis, kaip ir |a— |, ir todėl labai mažas (žr. $ 2). 

4 teorema. Egzistuoja tiktai nuo daugianario f(x) koe- 
ficientų ir jo laipsnio priklausantis toks skaičius N, kad 


[F (a) — HB) | <M(a-— B). 


Įrodymas. Skaičius N apibrėžiamas lygybe 
N=n|cx| + (n—1) |en} >> 
+(n—2)|cx-|+--.+2|0| +]0]. (8) 


Be kita ko, pabrėšime, kad M nepriklauso nuo skaičiaus į, 
kuriuo naudojomės, apibrėždami p. 

Įrodinėjant teoremą, mums bus reikalinga formulė skir- 
tumui a*— * skaidyti dauginamaisiais, taip pat viena ne- 
lygybė, kurią tenkina šis skirtumas. Skirtumas a*— pF skai- 
domas šitaip: 

aè — B? = (a — B) (0“ 1-0 B -0*81-.. „-ašpK7 

+ap*2+ pr). (9) 

Čia k— bet kuris sveikas teigiamas skaičius. Tikrindami 

(9) lygybę, dešinėje jos pusėje atliksime daugybą. Turime 
a(a*-!4-a*-28 +. ..1+0B5721pF-1) = 

=a} +a B+. . .+ a282 + ap! 

P (a! +a ?R +. k „+ 065724 p*-!) i 

=g B + a428? +. R .+ aß! + p. 
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Jeigu. iš pirmosios sandaugos atimsime antrąją, tai deši- 
nėje pusėje pasinaikins visi nariai, išskyrus pirmą narį iš 
pirmosios sandaugos ir paskutinį narį iš antrosios san- 
daugos; todėl atėmus dešinėje liks tik a*— BA. 

Toliau pastebėsime, kad reiškinyje a*-!+a+28+...+ 
+apB*724+-6*-1, kuris parašytas (9) lygybės dešinėje pusėje, 
visi nariai a*!, a*-26 ir t. t. pagal (6) nelygybės yra tei- 
giami ir mažesni už 1. Kadangi tas reiškinys turi A na- 
rių, tai 

0<at l+ ar22.. + apt 2+ BEKR. (10) 


Dabar į f(x) įstatę a ir B vietoj x ir iš f(a) atėmę f (B), 

gauname 
f(a) — FB) = Cn (a — B") +Cn-1 (a! — 
=B!) +... +c (a =P). 

Naudodamiesi (9) tapatybe, iš visų narių dešinėje iš- 
kelsime daugiklį a— p už skliaustų. Tada gausime 

f(a) —F (B) = (a— B) [cn (a77!+a7725+...+a872+ 

+ BTI) Kena (an 0038 +. ap) 
+B?) +... a]. 


Iš čia, imdami modulius ir taikydami 1 teoremą bei (10) 
nelygybę, turime 


lF (a) (B) | < lap] In|cn| + 


"+(n—1) | 2-1|+--.+|01|]. 


Dabar, pastebėję, kad |a—6|=a-—, ir pasinaudoję (8) 
lygybe, apibrėžiančia N, galutinai gauname 


lF (a) — HB) | <N(o- B). 


Tai ir reikėjo įrodyti. 
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$ 5. SKAIČIAUS a PRANSCENDENTIšKUMAS 


Dabar baigsime įrodinėti, kad skaičius a, apibrėžtas 
(1) lygybe, yra transcendentinis. Pirmiausia skirtumą 
f(a) —-/(B) išnagrinėsime kitu požiūriu. 

5 teorema. /mant bet kurį sveiką teigiamą skaičių į, 


IF (a) —/(B) |» 1023 (11) 


bus sveikas teigiamas skaičius. 
Įrodymas. Kadangi f(a) =0, tai nagrinėjamąjį skai- 
čių galima rašyti taip: 


|-/(8)|-107-2, arba |j(B)|- 1072. 


Remdamiesi (4), turime 
FB) = Cn” + CnB! + Cn- ii . .+c:B + co= 


n=, 
Lat”. Cnt} Cn—2t KUA 
107“ Tan ji + —7T 1007D -jI + ———7 100-2 Jj! +... +t 107! + Co, 


iš čia, visus narius padauginę iš 1072, gauname 
FCB) . 107 °}! = Cnt” + Cnt! 2 103! + 
+n? . 1102-21... ct + 100701314 
+-Co- 1027-31, 
Dešinioji šitos lygybės pusė, savaime aišku, yra sveikasis 


skaičius. Jis negali būti lygus nuliui, nes, kaip matyti iš 
3 teoremos, f() =0. Imdami modulius, įsitikiname, kad 


IFB) + 107-2]= |j() | + 10274: 
yra sveikas teigiamas skaičius. Teorema įrodyta. 


Dabar įrodysime, kad priešingai, negu įrodyta 5 teore- 
moje, (11) formule apibrėžtasis skaičius yra tarp O ir 1. 


Tuo tikslu sveikąjį skaičių j, kuriuo naudojomės, apibrėž- 
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A O m ras S aaa! 


Ex 35 


gin 


dami skaičių p, pasirinksime taip, kad būtų teisinga ne- 
lygybė 
2N 1071! 
ETSI cA (12) 
Ar tai įmanoma? Taip, įmanoma. Iš tikrųjų (12) nelygybė 
ekvivalenti šitokiai: 
2N 


TIM <! 


Šios nelygybės vardiklyje parašyto laipsnio rodiklį galima 
užrašyti taip: 


((+1)!-n-į!=(/+1) -į|—-n-į!=(/+1—n) -į! 


Sį rodiklį, kai n fiksuotas, galima padaryti kiek norima 
didelį, pasirinkus pakankamai didelį j. Bet n ir N jau fik- 
suoti (7) ir (8) priklausomybėmis, o į nepriklauso nei nuo 
n, nei nuo N. Todėl į galima pasirinkti tokį didelį, kad 
būtų teisinga (12) nelygybė. 

Toliau parodysime, kad skaičius, apibrėžiamas (11) for- 
mule, yra tarp O ir 1. Remdamiesi 4 teorema ir (5) bei (12) 
nelygybėmis, turime 


If (a) =f (B) | - 1023 <N (a—B) + 107 +31< 


2N -10% 7! 
< ooro 10(/+1)! <l. 


Kad minėtasis skaičius yra teigiamas, matyti iš 3 teo- 
remos. 

Gautasis prieštaravimas įtikina, kad a negali tenkinti 
nė vienos (7) tipo lygties. Vadinasi, a yra transcendentinis 
skaičius. 
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$ 6. TRUMPOS IšVADOS 


Šiame skyriuje atsakėme į klausimą „Ar egzistuoja 
transcendentiniai skaičiai?“, įrodydami, kad konstruktyviai 
apibrėžiamas Liuvilio skaičius yra transcendentinis, t. v. 
nealgebrinis. 

Peržvelkime dar kartą trumpai visą įrodymo eigą, nes 
smulkmenos, gal būt, užtemdė dalyko esmę. Pagrindinė 
įrodymo mintis, kaip pabrėžėme skyriaus pradžioje, slypi 
tame, kad skaičių 


a=10 +10241034104... 


galima labai gerai aproksimuoti racionaliais skaičiais. Šis 
faktas atsispindi (5) nelygybėje, kuri iš esmės rodo, 
kad a—p labai mažas, lyginant jį su p. Primename, 
kad racionalaus skaičiaus B vardiklis yra 107 [žr. (4)], 
tuo tarpu skirtumo a— eilė yra 1076+0'. 4 teoremoje iš 
dydžio a— eilės mažumo buvo išvesta, kad dydžio 
f(a) —/(B) eilė irgi maža; f(x) — daugianaris su sveikais 
koeficientais, kuris pagal prielaidą virsta nuliu, kai x=a. 

Kita vertus, nagrinėdami skirtumą f(a) —/(B) kitu po- 
žiūriu, 5 teoremoje įrodėme, kad šio skirtumo didumas yra 
didesnis už tą, kurį galima gauti pagal aukščiau atliktą 
įvertinimą. [Daugiklis 10” -* 5 teoremoje nevaidina esmi- 
nio vaidmens; jis įvedamas tuo tikslu, kad dar labiau 
išryškėtų dviejų gaunamų dydžio f(a) —f(B) eilių skirtu- 
mas.] Tam tikslui buvo pastebėta, kad j(a) —f(B) yra ly- 
gus tiesiog —/(B) ir j(B) yra racionalus skaičius su 
vardikliu 107:3, Taigi prielaida, kad lygybė f(a)=0 yra 
teisinga, leidžia įrodyti, kad f(a) —/(B) yra kur kas di- 
desnis, negu turi būti pagal aukščiau atliktus apskaičia- 
vimus. Iš gautojo prieštaravimo ir sprendžiame, kad a — 
transcendentinis skaičius. 
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PRIEDAS A 


ĮRODYMAS, KAD PIRMINIŲ SKAIČIŲ 
YRA BE GALO DAUG 


Čia naudojamas samprotavimas yra vadinamasis ne- 
tiesioginis įrodymas, kuris kitaip dar vadinamas įrodymu 
prieštaravimo metodu, arba reductio ad absurdum (vedi- 
mas prie nesąmonės). Tokiame įrodyme tariama, kad įro- 
domasis teiginys yra klaidingas, o paskui iš tos prielaidos 
išvedamas prieštaravimas. Tokiu būdu, nagrinėjamo teigi- 
nio atveju tarsime, kad pirminių skaičių yra tik baigti- 
nis skaičius. 

Pirminiams skaičiams žymėti įvesime atitinkamus sim- 
bolius. Kadangi jų yra tik baigtinis skaičius, tai galima 
juos žymėti šitaip: 

Pi, P2, P3,- , Ph. 


Šitaip rašydami, turime mintyje, kad iš viso yra k pirmi- 
nių skaičių, o k — kuris nors natūrinis skaičius. Jei ma- 
nysime, kad pirminiai skaičiai surašyti didėjančia eile, tai 
savaime aišku, kad p;=2, p2=3, pą=5, p4=7 ir t. t. Ne- 
paisant to, įrodymo procese vietoj skaičių 2, 3, 5 ir t. t. pa- 
togiau naudotis simboliais pı, po, p3 ir t. t. 

Kadangi kiekvieną natūrinį skaičių galima išskaidyti 
pirminiais daugikliais, tai bet kuris natūrinis skaičius turi 
dalytis bent iš vieno šių skaičių: 


Pi, P2, P3, ... s Pa, 


nes pagal prielaidą kitų pirminių skaičių nėra. Tačiau im- 
kime natūrinį skaičių n, kurį gauname, sudauginę visus 
pirminius skaičius ir prie sandaugos pridėję vienetą: 


n=PiP2P3- . -Pr 1. 
Skaičius n nesidalija iš pı, nes, dalydami n iš pı, gauna- 
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me dalmenį psp. ..p„ ir liekaną 1. Jeigu n dalytysi iš pı, 
tai liekana būtų lygi nuliui. Vadinasi, n nesidalija iš pı. 

Analogiškai įrodoma, kad n nesidalija nė iš vieno skai- 
čiaus po, Pa, ---, Pr 

Taigi sudarėme skaičių m, nesidalijantį nė iš vieno pir- 
minio skaičiaus, o tokio skaičiaus, žinoma, negali būti. 
Taigi prielaida, kad yra tik baigtinis skaičius pirminių 
skaičių, veda prie loginio prieštaravimo. Vadinasi, ta prie- 
laida yra klaidinga. Tuo įrodyta, kad pirminių skaičių yra 
be galo daug. 


PRIEDAS B 


PAGRINDINĖS ARITMETIKOS TEOREMOS 
ĮRODYMAS 


Šiame priede įrodysime, kad kiekvieną natūrinį skaičių, 
išskyrus 1, galima išreikšti pirminių daugiklių sandauga 
tik vieninteliu būdu (kai nekreipiama dėmesio į daugiklių 
išdėstymo tvarką). Tokiu atveju turime omenyje, kad pir- 
minis natūrinis skaičius, pavyzdžiui 23, pats yra savo 
„Skaidiniu pirminiais daugikliais“. Nagrinėjamąjį teiginį 
lengva patikrinti, kai natūrinis skaičius yra mažas. Saky- 
kime, 10 galima išreikšti sandauga 2-5, ir iš patyrimo Ži- 
nome, kad skaičiaus 10 kitaip suskaidyti neįmanoma. Tą 
patį galima pasakyti ir apie visus skaičius, mažesnius 
už 10: i 

2=2, 3=3, 4=2-2, 5=5, 6=2-3, 


7=7, 8=2-2-2, 9=3-3, 10=2-5. 
Šitą sąrašą būtų galima pratęsti, bet tokio skaičių išvar- 
dijimo, nors ir labai ilgo, negalima laikyti įrodymu. Iš tik- 


ryjų natūrinių skaičių yra be galo daug, ir todėl nejma- 
noma patikrinti visų jų skaidinių. 
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Vadinasi, mums reikia samprotauti matematiškai. Na- 
tūrinius skaičius nuo 2 iki 10 jau peržiūrėjome anksčiau: 
įsitikinome, kad kiekvienas iš jų pirminiais daugikliais su- 
skaidomas vieninteliu būdu. Yra tik du galimi atvejai: ar- 
ba šitą sąrašą galima tęsti neribotai, o tokiu atveju kiek- 
vienas natūrinis skaičius suskaidomas pirminiais daugik- 
liais vieninteliu būdu, arba tęsdami rasime natūrinį skaičių, 
kuris šios skaidinio vienumo savybės neturi. Mūsų tiks- 
las — įrodyti, kad iš tikrųjų galimas tik pirmasis atvejis. 
Todėl netiesiogiai samprotausime taip: tarkime, kad gali- 
mas antrasis atvejis, t. y. kad tam tikrame natūrinių skai- 
čių išvardijimo etape skaidinio pirminiais daugikliais vie- 
numo savybė pažeidžiama, ir parodysime, kad iš tokios 
prielaidos gaunamas prieštaravimas. l 

Prieš pradėdami detaliai nagrinėti tą gana ilgą sam- 
protavimą, pateiksime jo trumpą schemą, kad skaitytojui 
būtų lengviau orientuotis. 

Raide m pažymėsime pirmąjį natūrinį skaičių, ku- 
rį galima išreikšti pirminių daugiklių sandauga daugiau 
negu vienu būdu, ir ištirsime du skirtingus skaičiaus m 
skaidinius pirminiais daugikliais. Pirmoje įrodymo dalyje 
įsitikinsime, kad nė vienas pirminis daugiklis iš skai- 
čiaus m pirmojo skaidinio nesutinkamas antrajame skai- 
dinyje. Parodę, kad, skaičiui m turint du skirtingus skaidi- 
nius, visi pirmojo skaidinio pirminiai daugikliai skiriasi 
nuo visų antrojo skaidinio pirminių daugiklių, antroje įro- 
dymo dalyje sudarysime skaičių n, mažesnį už m, kuris 
irgi turi du skirtingus skaidinius pirminiais daugikliais. 
Tuo pačiu gausime prieštaravimą prielaidai, kad m yra 
mažiausiasis sveikas skaičius, turįs du skirtingus skaidi- 
nius pirminiais daugikliais, ir tuo baigsime įrodymą. 

Taigi tarkime, kad m — pirmasis natūrinis skaičius, ku- 
rj galima suskaidyti pirminiais daugikliais daugiau negu 
vienu būdu. Kitaip sakant, manome, kad kiekvienas natū- 
rinis skaičius, mažesnis už m, suskaidomas pirminiais dau- 
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gikliais vieninteliu būdu, o skaičiaus m skaidinys ne vie- 
nintelis. Pagal šią prielaidą egzistuoja bent du skirtingi 
skaičiaus m skaidiniai. Sakykime, kad tai būs skaidiniai 


mM=PiPoP3..-Pr ir M=319993. . qs. 


Šitaip žymėdami, manome, kad skaičius m suskaido- 
mas pirminiais daugikliais pı, po, p3 ir t. t. iki pn, bet ga- 
lima jį suskaidyti ir pirminiais daugikliais q1, q2, q3 ir t. t. 
iki qs. Paskutinis antrojo skaidinio daugiklis pažymėtas 
qs, O ne qr, nes negalime, remdamiesi kokiais nors žino- 
mais faktais, tvirtinti, kad abu dėstiniai turi vienodą skai- 
čių pirminių daugiklių. 

Įvestus žymėjimus būtina dar šiek tiek paaiškinti. Čia 
visiškai nemanoma, kad p; yra tik pirminio skaičiaus 2 žy- 
mėjimas, p; — tik kitas pirminio skaičiaus 3 žymėjimas 
ir t. t, kaip manėme priede A. Mes iš viso nežinome, ar 
pirminis skaičius 2 priklauso aibei pi, po,..., p, ar ne. 
Taigi p, gali būti lygus ir pirminiam skaičiui 2, ir pirmi- 
niam skaičiui 23, ir pirminiam skaičiui 47, bet taip pat 
gali nebūti lygus jiems. Tai yra tiesiog kuris nors pirmi- 
nis skaičius. Visiškai taip pat ir p2 yra koks nors pirminis 
skaičius. Jis gali sutapti su pı, bet gali su juo ir nesutapti. 
Vienintelė mūsų prielaida — natūrinį skaičių m galima su- 
skaidyti pirminiais daugikliais dviem visiškai skirtingais 
būdais. 

Įrodymas. I dalis. Įsitikinsime, kad kiekvienas 
pirminis skaičius-iš pirmosios aibės pi, po, .-., p, skiriasi 
nuo visų pirminių skaičių gi, g2,..., gs iš antrosios aibės. 
Tokiu būdu, jeigu, sakysime, pirminis skaičius 7 priklauso 
pirmajai aibei, tai jis negali priklausyti antrajai aibei. Ka- 
dangi šis faktas nėra akivaizdus, tai reikia pateikti ati- 
tinkamą įrodymą. Tarkime, kad yra toks pirminis skaičius, 
kuris priklauso abiem aibėms. Pakeitę, jeigu būtų reika- 
las, žymėjimus, galime galyoti, kad sutampa abiejų aibių 
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pirmieji skaičiai, t. y. kad p,=g;1. (Tai galima pasiekti, nes 
viename ir kitame skaidinyje pirminius daugiklius galima 
išdėstyti bet kuria tvarka.) Antrajame skaidinyje vietoj qı 
parašysime p, ir gausime du šitokius skaidinius: 


m= PiPoP3- < -Pr ir M=P19293. . -s 
Padaliję šias nelygybes iš pı, turime 


- =PDoP3... Dr ir Z — = 0293. . s- 
r Pı 


Taigi gavome du skirtingus skaičiaus = skaidinius, nes 
turėjome du skirtingus skaičiaus m skaidinius. Bet to ne- 
gali būti, nes m, kaip pasakyta prielaidoje, yra m a Ži a u- 
sias skaičius, turįs daugiau negu vieną skaidinį, o skai- 


ys m x . x 
cius 2, mazesnis uz m. 
1 


II dalis. Įsitikinome, kad visi pirminiai daugikliai 
Pis, Pù.. „Pr, esą. pirmajame skaičiaus m skaidinyje, ski- 
riasi nuo pirminių daugiklių g1,-g9, ..., gs, esančių antra- 
jame skaičiaus m skaidinyje. Atskirai imant, p, nelygus qı, 
o tai galima parašyti taip: p,>9,. Tarkime, kad skaičius p; 
yra mažesnis už qı, t. y. kad p,<g,. Turime teisę taip da- 
ryti, nes abiejose pirminių skaičių aibėse žymėjimai visiš- 
kai simetriški. Vadinasi, jeigu įrodysime teoremą, laiky- 
dami pı<qı, tai dėl simetriškumo analogiškas įrodymas 
pritaikomas ir atvejui g, <p;, pakeičiant p į q, ir atvirkš- 
čiai. 

Tardami, kad p, <g,, nurodysime skaičių, kuris yra ma- 
žesnis už m, bet turi du skirtingus skaidinius. Tuo įrody- 
mas bus baigtas, nes tokio skaičiaus egzistavimas prieš- 
tarauja mūsų prielaidai, kad m yra mažiausias natūrinis 
skaičius, turįs daugiau negu vieną > Toks skai- 
čius yra 


n= (gi E < qs. 
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Atkreipsime dėmesį į tai, kaip sudaromas skaičius n: jis 
lygus skirtumo g,—p; ir pirminių skaičių go, g3, -+ + » qs san- 
daugai. Jį galime išreikšti skirtumu: 


A= 919293. . -qs — P19293- . qs; 
arba 


n=mM— pgz. . qs. 


Iš šito užrašo matyti, kad n yra mažesnis už m, nes skai- 
čius PiGog3. . -qs teigiamas. 

Pagaliau įsitikinsime, kad natūrinis skaičius n turi du 
skirtingus skaidinius. Tuo tikslu ištirsime skaičių n tuo 
pavidalu, kuriuo jis buvo įvestas, būtent: 


= (J1— Pi) 9293. . -qs 


Skaičiai go, 43, ..., gs yra pirminiai, o skaičius g, —p; gali 
būti ir sudėtinis. Jeigu g, — p, suskaidysime pirminiais dau- 
gikliais, tai gausime tokį skaičiaus n skaidinį, kuriame nė- 
ra pirminio skaičiaus pı. Norint tai įrodyti, pirmiausia rei- 
kia pastebėti, kad, kaip matyti iš I įrodymo dalies, skai- 
čiaus p, nėra tarp skaičių q2, g3,..., gs. Kita vertus, kaip 
besiskaidytų skaičius g, — p, pirminiais daugikliais, vis tiek 
tarp jų negali būti pirminio skaičiaus pı. 
Iš tikrųjų, jeigu p, būtų daugikliu skaičiaus g, — p, skai- 
dinyje pirminiais daugikliais, tai p, būtų skaičiaus g,— p; 
daliklis. Kitaip sakant, tokiu atveju turėtume lygybę 


g -Pi=Pib; 


čia b — dalmuo, gaunamas, qı— p, dalijant iš pı. Bet iš 
tos lygybės išplaukia tokios lygybės: 


qı=pı+pıb ir qı=pı(1 +b). 


Paskutiniąją lygybę galima laikyti teiginiu, kad pı yra 
skaičiaus qı daliklis. Toks teiginys, savaime aišku, klai- 
dingas, nes joks pirminis skaičius nėra kito pirminio skai- 
čiaus dalikłis. 
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Toliau parodysime, kad skaičius n turi ir kitą skaidinį 
pirminiais daugikliais, tarp kurių yra ir p, Tuo 
tikslu grįšime prie anksčiau išvestos lygybės 


n=M- Di0993. . qs. 


Šioje lygybėje m pakeičiame pagal formulę 


M=PiP2P3. . -Pr 
ir gauname 


A=PiP2P3- --Pr—- P19293- . -qs = 
=Pi (P2P3- - -Pr— 9293. . -4s) 


Skliausteliuose parašytasis skaičius nebūtinai yra pirmi- 
nis; tačiau, jeigu jį suskaidytume pirminiais daugikliais, 
tai gautume skaičiaus n skaidinį pirminiais daugikliais, 
kuriame būtų daugiklis pı. Nurodėme du skaičiaus n skai- 
dinius (arba, teisingiau, du būdus skaičiui n suskaidyti 
pirminiais daugikliais), kurių viename yra pirminis skai- 
čius p, kaip daugiklis, o kitame jo nėra. Kitaip sakant, 
skaičius n, nors ir mažesnis už m, turi du skirtingus skai- 
dinius pirminiais daugikliais. Teorema įrodyta“. 

* Skaitytojui gali kilti abejonė, ar būtina įrodinėti, ir dar taip 
sudėtingai, faktą, kuris pats savaime atrodo neginčytinas: argi gali 
skaičiaus skaidinys pirminiais daugikliais būti ne vienintelis? Tačiau 
mūsų įsitikinimas, kad pats faktas yra teisingas, iš tikrųjų yra atsi- 
radęs tik iš įpročio negalvoti, kad gali būti ir kitaip. Norėdami su- 
griauti tą įsitikinimą, pateiksime vieną pavyzdį. Imkime visų lygi- 
nių skaičių aibę; „pirminiais“ lyginiais skaičiais laikykime tuos 
skaičius, kurių negalima išreikšti dviejų lyginių skaičių sandauga. Sa- 
vaime aišku, kad kiekvieną lyginį skaičių galima išreikšti „pirminių“ 
skaičių sandauga, bet tokia sandauga gali būti ne vienintelė; pavyzdžiui, 

180=6-30=10- 18, 


o skaičiai 6, 10, 18 ir 30 — „pirminiai“. 

Patariame skaitytojui pačiam išsiaiškinti, kodėl aukščiau išdėstyto 
įrodymo, kad kiekvieną sveikąjį skaičių galima suskaidyti pirminiais 
daugikliais tik vienu būdu, nepavyksta panaudoti, įrodinėjant, kad kiek- 
vienas lyginis skaičius vieninteliu būdu suskaidomas „pirminiais“ lygi- 
niais daugikliais (pastarasis teiginys, kaip matėme, tiesiog klaidin- 
gas!).— Rus. leid. red. pastaba. 
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PRIEDAS C 


KANTORO* ĮRODYMAS, KAD EGZISTUOJA 
TRANSCENDENTINIAI SKAIčČIAI 


VII skyriuje nurodėme vieną transcendentinį skaičių ir 
įrodėme, kad transcendentiniai skaičiai egzistuoja. Siame 
priede išdėstysime nepriklausomą, paremtą visiškai kito- 
kiu metodu įrodymą, kad egzistuoja transcendentiniai 
skaičiai, ir parodysime, kad transcendentinių skaičių yra 
be galo daug. Iš tikrųjų įsitikinsime, kad transcendentinių 
skaičių tam tikra prasme yra net daugiau negu algebrinių. 

Pirmiausia pabrėšime, kad čia nagrinėjame tiktai rea- 
liuosius algebrinius skaičius ir realiuosius transcendenti- 
nius skaičius. Pavyzdžiui, lygties x24+1=0 šaknys yra al- 
gebriniai skaičiai, bet ne realieji algebriniai skaičiai. Mū- 
sų įrodomi teiginiai tinka ir kompleksiniams skaičiams, bet, 
apsiribodami vien realiaisiais skaičiais, šiek tiek suprasti- 
name samprotavimus. 

Aibe S laikome bet kurią konkrečių atskiriamų objektų 
visumą. Tie objektai vadinami aibės S nariais, arba ele- 
mentais. Aibė S gali būti baigtinė, kaip, pavyzdžiui, 
pirminių skaičių, mažesnių už 20, aibė: 


S=(2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19), 
bet gali būti ir begalinė, kaip, pavyzdžiui, visų na- 
tūrinių skaičių aibė: 
S={1, 2, 3, 4, 5, 6,...). 
Begalinę aibę vadinsime suskaičiuojama, jeigu iš jos 
elementų galima sudaryti seką 


Qi, Q2, A3, A4,.. 


* Georg Cantor (1845—1918) — vokiečių matematikas. 
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taip, kad kiekvienas aibės elementas būtų tos sekos narys. 
Pavyzdžiui, iš lyginių skaičių aibės galima sudaryti seką 


2, 4, 6, 8, 10, 12,..., 


kurios n-tasis narys lygus 2n; todėl šita aibė yra suskai- 
čiuojama. / 
Visų sveikųjų skaičių aibė irgi suskaičiuojama, nes ją 
galima išreikšti seka 
0, 1, —1, 2, —2, 3, —3, 4, —4,... 


Savaime aišku, kad šią aibę galima išreikšti ir kitokiomis 
sekomis; bet kurios iš tų sekų pakanka, įrodant, kad nagri- 
nėjamoji aibė yra suskaičiuojama. 

Norint įsitikinti, kad kuri nors aibė yra suskaičiuoja- 
ma, visiškai nėra reikalo žinoti kokią nors konkrečią se- 
kos n-tojo nario formulę. Pavyzdžiui, pirminių skaičių aibė 


2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19,... 


yra suskaičiuojama, nors ir nežinome, kokia tiksli šimta- 
milijoninio pirminio skaičiaus reikšmė. Pakanka tiktai ži- 
noti, kad toks pirminis skaičius egzistuoja, ir tuo pačiu tu- 
rėti galimybę suprasti, kad visa aibė turi sekos pavidalą. 

Toliau įsitikinsime, kad visų racionalių skaičių aibė su- 
skaičiuojama. Pastebėsime, kad bet kuris racionalus skai- 
čius yra pirmojo laipsnio lygties ax+b=0 su sveikais koe- 
ficientais a ir b šaknis. Be to, skaičių a laikysime teigiamu, 
tuo neapribodami, aišku, ui išvedžiojimų bendrumo. 
Pavyzdžiui, racionalus skaičius Ž = yra lygties 5x—3=0 šak- 
nis. Susitarsime sakyti, kad aiies ax+b=0 aukštis yra 
skaičius 

1+4+|6]. 


Kiekvienos tokios lygties aukštis, savaime aišku, yra svei- 
kas teigiamas skaičius. Pavyzdžiui, lygties 5x—3=0 aukš- 
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tis lygus 9. Pastebėsime, kad nėra tokios lygties, kurios 
aukštis būtų lygus 1; egzistuoja tik viena lygtis, kurios 
aukštis lygus 2, būtent lygtis x=0. 


1 lentelė 
Aukštis Lygtys 
2 x=0 
3 2x=0, x1+1=0, x—1=0 
4 3x=0, 2x+1=0, 2x—1=0, x+2=0, x—2=0 
5 4x=0, 3x4+1=0, 3x—1=0, 2x+2=0, 


2x-2=0, x+3=0, x—3=0. 


1 lentelėje nurodytos visos pirmojo laipsnio lygtys, kurių 
aukštis neviršija 5. 1 lentelės lygtis atitinkantys raciona- 
lūs skaičiai surašyti 2 lentelėje, kurioje jie išdėstyti didė- 
jančia eile. 


2 lentelė 
Aukštis Įvedami racionalūs skaičiai 

2 0 
3 —l, +1 

1 1 
4 -2, -7> 2.2 

1 1 
5 -3, Ža 3.3 


Aišku, kad kiekvieną aukštį j atitinka tik baigtinis skai- 
čius pirmojo laipsnio lygčių. Iš tikrųjų yra lygiai 2j—3 
lygtys, kurių aukštis lygus į, bet tikslus jų skaičius iš 
esmės neturi reikšmės. Vadinasi, kiekvieną kartą, kai pa- 
didėja aukštis, prisideda tik baigtinis skaičius naujų ra- 
cionalių skaičių. Todėl visus racionalius skaičius galima 
surašyti į seką 


1 1 1 1 
0, =}, l, =2, 35 2.2 —3, “32 id 
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iš pradžių išvardijant visas šaknis tų lygčių, kurių aukš- 
tis lygus 2, paskui visas anksčiau nepaminėtas šaknis tų 
lygčių, kurių aukštis lygus 3, ir t. t., kiekvieną kartą aukš- 
tį padidinant vienetu. Kadangi kiekvienas racionalus skai- 
čius pateks į tą seką, tai racionalių skaičių aibė yra su- 
skaičiuojama aibė. 

Iš esmės tą patį įrodymą galima pritaikyti, norint nu- 
statyti, kad visų algebrinių skaičių aibė yra suskaičiuoja- 
ma. Bet pirma turime šį tą sužinoti apie tai, kiek šaknų 
gali turėti algebrinė lygtis. Primename, kad skaičius va- 
dinamas algebriniu, kai jis tenkina kurią nors lygtį 

f (x) =a2nx" 101471 + anx”? + 


...+ Qx? +a x +a0=0, 
(1) 


kurios koeficientai an, Gn-1,..., 00 — sveikieji skaičiai. 
Koeficientą an galima laikyti teigiamu, nes priešingas at- 
vejis suvedamas į minėtąjį, dauginant visus lygties na- 
rius iš —1; lygties šaknys nuo tokio dauginimo nesikeičia. 

1 teorema. Bet kuri (1) tipo lygtis turi ne daugiau kaip 
n skirtingų šaknų. 

Įrodymas. Tarkime priešingai, kad (1) lygtis turi 
n+l skirtingų šaknų. Tegul tai bus skaičiai Bi, Bo, Ps, <, 
Bn, Bn+1. Dabar pasinaudosime 2 teorema iš VII skyriaus, 
arba, teisingiau, jos truputį pakeistu variantu. Iš tos teore- 
mos įrodymo išplaukia: jeigu B yra lygties f(x) =0 šaknis, 
tai x—p yra daugianario f(x) daliklis, nepaisant to, ar 
B — racionalus skaičius, ar ne. Tuo atveju, kai B — iracio- 
nalus skaičius, dalmuo q(x) turi iracionalius koeficientus, 
bet tai šiuo atveju nesvarbu. Kadangi B, — lygties j(x) =0 
šaknis, tai x— p; yra f(x) daliklis. Atitinkamą dalmenį pa- 
žymėsime g;(x). Tada 


F(x) =(*— Bi) gi (x). 


Skaičius B», būdamas lygties f(x) =0 šaknimi, turi būti ir 
lygties gi(x) =0 šaknimi. Tačiau tokiu atveju x— > yra 


12 A. Nivenas 165 


gi(x) daliklis. Jei dalmuo, sakykime, yra go(x), tai 


qı (x) = (x— B>)gx(x), 
F(x) = (*— Bı) qı (x) = (x— Bi) (4— B2) q2 (x). 


Tesdami šį procesą su šaknimis ßs, P4,..-, Ba, įsitikina- 
me, kad f(x) galima parašyti taip: 


P(x) = (*— Bi) (x— B2) (x— Bs). . (X—Bn)gn(x). (2) 


Kadangi f(x) yra n-tojo laipsnio daugianaris, tai daugia- 
naris g, (x) turi būti konstanta. [Dar daugiau, g4(x) turi 
būti lygus an, nes (2) dėstinys turi atitikti daugianario 
f(x) pavidalą.] 

Dabar imkime šaknį Bx41, kuri nesutampa nė su viena 
iš likusiųjų šaknų. Kadangi /(Bn4+1) =0, tai sutinkamai su 
(2) turi būti 

(Bn+1— Bi) (Bn+1— B2) (Bn+1— B3). - 
(Bn+1— Bn) an =0. 


Tačiau tai neteisinga, nes nelygių nuliui daugiklių san- 
dauga negali būti lygi nuliui. Vadinasi, 1 teorema įrodyta. 
.2 teorema. Algebrinių skaičių aibė yra suskaičiuojama 
aibė. 
Įrodymas. (1) lygties aukščiu laikysime skaičių 


n+ax+ lani] + |an-2| +--.+ la| +|21| + laol. 


Kadangi a, — teigiamas skaičius, tai aukštis yra teigia-“ 


mas sveikas skaičius. Savaime aišku, kad ką tik pateiktas 
apibrėžimas yra tiesioginis pirmojo laipsnio lygties aukš- 
čio apibrėžimo apibendrinimas. Kaip anksčiau, taip: ir da- 
bar visas lygtis, turinčias mažus aukščius, galima sura- 
šyti į lentelę. Tai padaryta 3 lentelėje. 

Kaip darėme, nagrinėdami pirmojo laipsnio lygtis, taip 
panašiai ir dabar išvardysime visus naujus algebrinius 
skaičius, gaunamus iš 3 lentelėje surašytų lygčių. Jeigu 
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J 
| 
j 
| 


- 8 lentelė 


Aukštis Lygtys 
2 x=0 
3 x2=0, 2x=0, x+1=0, x—1=0 
4 x3=0, 2x2=0, x21+1=0, x27—1=0, 3x=0, 


2x4+1=0, 2x—1=0, x+2=0, x—2=0 


juos kiekvienam aukščiui išdėstysime didėjimo tvarka; tai 
gausime seką 
į l L Tno V5+1 -5 
0; —1, l; -2 -555. 2 —3, - ——.,-V 2- 
y? y5- 1 1 V5-1 y2 V V5+1 
I 2, A Ada 


—1 
gs 2 275432 9 179 9? 
3; —4,... (3) 


Skaičius 0 gaunamas iš vienintelės lygties, kurios aukštis 
lygus 2, skaičiai —1 ir 1 — iš lygčių, kurių aukščiai ly- 
gūs 3, o skaičiai — 2, =}, $. 2 — iš lygčių, kurių aukš- 
čiai lygūs 4 ir t. t. Kiekvieną fiksuotą aukštį A atitinka 
baigtinis skaičius lygčių, nes laipsnis n ir koeficientai 
an, . . . , Ap gali įgyti reikšmes tik iš baigtinės sveikųjų skai- 
čių aibės. Be to, kiekviena n-tojo laipsnio lygtis pagal 
1 teoremą turi ne daugiau kaip n šaknų. Vadinasi, į (3) 
seką pateks visi realieji algebriniai skaičiai. Reikia pabrėž- 
ti štai ką: nors, didinant aukštį, kiekviename etape gali- 
ma parašyti visas duotojo aukščio lygtis, bet neįmanoma 
tęsti lygčių šaknų rašymo išreikštine forma, kaip tai buvo 
padaryta su keliomis pirmomis šaknimis (3) sekoje. 

Iš 2 teoremos norime daryti tolesnę išvadą, kad realių- 
jų algebrinių skaičių, esančių tarp O ir 1, aibė yra suskai- 
čiuojama aibė. Ši išvada gaunama, pasinaudojus paprastu 
bendro pobūdžio principu, kurį galima suformuluoti kaip 
teoremą apie poaibius. Aibė M vadinama aibės S poaibiu, 
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jeigu kiekvienas aibės M elementas yra ir aibės S elemen- 
tas. ' 

3 teorema. Bet kuris begalinis suskaičiuojamos aibės 
poaibis yra suskaičiuojama aibė. 

Įrodymas. Tarkime, kad S=(a;, a2, a3, a4, ...} — 
suskaičiuojama aibė, o M — jos begalinis poaibis. Pirma- 
sis aibės S elementas, priklausąs poaibiui M, tebūnie a, ; 
antrasis — a; ir t. t. Tada 

M=į(a,, ū,, apy | 
vadinasi, aibė M yra suskaičiuojama. 

Visos iki šiol mūsų nagrinėtosios begalinės aibės buvo 
suskaičiuojamos. Kitoje teoremoje bus kalbama apie bega- 
linę aibę, kuri nesuskaičiuojama. 

4 teorema. Realiųjų skaičių aibė yra nesuskaičiuojama 
aibė. 

Įrodymas. Iš 3 teoremos aišku, kad pakanka įrody- 
ti, jog realiųjų skaičių, esančių tarp 0 ir 1, aibė nėra su- 
skaičiuojama aibė. Šitokia aibe laikysime aibę realiųjų 
skaičių x, tenkinančių nelygybes 0<x<!, t. y. skaičius 1 
prijungiamas prie tiriamosios aibės, o 0 neprijungiamas. 
Tarkime priešingai, kad realiųjų skaičių, esančių tarp 0 
ir 1, aibė yra suskaičiuojama. Tegul ji sudaro seką 


Fi, Fa, F3, Fa, 
Visus skaičius r išreikšime dešimtainėmis trupmenomis, 
„bet naudosimės tik begalinėmis trupmenomis, t. y. vietoj 


baigtinių dešimtainių trupmenų imsime joms lygias bega- 
lines periodines trupmenas (žr. II skyriaus $ 5). Pavyz- 
džiui, skaičių = rašysime ne 0,5, bet 0,499999. .. Taip gau- 


sime seką 
r1=0, 211 Q12 Q13 Q14 Ais. <,, 


r2=0, a21 A22 Q23 Q24 A95- <<, 


r3=0, a31 A32 433 Q34 Q35... ir t. t. 
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L — a a a TD | 


pe EE EE 


Dabar sudarysime skaičių 


B=0, bi bz bs ba... 


šitaip: b} — bet kuris skaitmuo nuo I iki 9, tik nelygus ai, 
bə — bet kuris skaitmuo nuo 1 iki 9, tik nelygus as; ir t. t. 
Apskritai b} yra bet kuris skaitmuo, nelygus nuliui ir App. 
Šitaip sudarytas skaičius ß nelygus rı (nes p ir r, turi 
skirtingus skaitmenis pirmoje vietoje po-+kablelio), nely- 
gus r2 (nes p ir r2 turi skirtingus skaitmenis antroje vie- 
toje po kablelio) ir apskritai nelygus r} (nes p ir rp turi 
skirtingus skaitmenis R-toje vietoje po kablelio). Vadinasi, 
B nelygus nė vienam iš skaičių r. Bet, kita vertus, 
B yra realusis skaičius, esąs tarp 0 ir 1. Iš gautojo prieš- 
` taravimo matyti, kad teorema teisinga. 

Kadangi algebrinių skaičių, esančių tarp 0 ir 1, aibė 
yra suskaičiuojama, o realiųjų skaičių, esančių tarp O ir 1, 
aibė pagal ką tik įrodytą teoremą yra nesuskaičiuojama, 
tai egzistuoja realieji skaičiai, kurie nėra algebriniai. Ka- 
dangi tie skaičiai yra transcendentiniai, tai įrodėme, jog 
transcendentiniai skaičiai iš tikrųjų egzistuoja. 

5 teorema. Realiųjų transcendentinių skaičių aibė yra 
nesuskaičiuojama aibė. 


Įrodymas. Tarkime, kad realiųjų transcendentinių 
skaičių aibė yra suskaičiuojama ir sudaro seką 


ti, to, Ia, La, 


Pagal 2 teoremą realiųjų algebrinių skaičių aibė irgi yra 
suskaičiuojama. Pažymėkime ją šitaip: a&i, Q2, Q3, Q4... 
Tada visų realiųjų skaičių aibę galima išreikšti šitokia 
seka: 

ti, ai, to, a2, tą, a3, tą, Ū4, + « 


Bet tai prieštarauja 4 teoremai. Vadinasi, 5 teorema jro- 
dyta. 
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Pagaliau pastebėsime, kad iš 2 ir 5 teoremų galima pa- 


daryti tokią išvadą: transcendentinių skaičių yra „,dau- 
giau“ negu algebrinių. Mat, algebrinių skaičių aibę gali- 
me išreikšti begaline seka, o transcendentinių skaičių yra 
pernelyg daug, kad iš jų būtų įmanoma sudaryti seką. 


Pratimai 


1. 


a) Parašykite visas pirmojo laipsnio lygtis, kurių aukštis lygus 6; 
b) raskite visas tų lygčių šaknis, kurios netenkina mažesnio aukš- 
čio pifmojo laipsnio lygčių. 


„ Įrodykite, kad visų nelyginių skaičių (teigiamų ir neigiamų) aibė 


yra suskaičiuojama. 


„ Įrodykite, kad visų dvinarių 44-bx*+ aibė, kai a ir b prabėga visų 


natūrinių skaičių aibę, yra suskaičiuojama. 


. Parašykite visas lygtis, kurių aukštis lygus 5, ir patikrinkite, kad 


(3) seka iki elemento 3 parašyta teisingai. 


„ Įrodykite, kad skaičių a+6V 3 aibė, kai a ir b prabėga visus ra- 


cionalius skaičius, yra suskaičiuojama. 


„ Įrodykite: jeigu aibę A galima suskaidyti į dvi suskaičiuojamas aibes 


B ir C, tai A — suskaičiuojama aibė. 


„ Įrodykite, kad visų realiųjų skaičių, esančių griežtai tarp 0 ir 0,1, 


aibė nesuskaičiuojama. 


„ Įrodykite, kad visų iracionalių skaičių aibė nesuskaičiuojama. 


PRATIMŲ ATSAKYMAI IR NURODYMAI 
I SKYRIUS 


$ L p.15 


1. a) Klaidingas: i4+1=2, 
b) teisingas, 
c) klaidingas: 1—(—1) =2, 
d) teisingas, 
*e) klaidingas: 2'4-22=6, o 6 nėra skaičiaus 2 sveikasis laipsnis. 
2. Aštuonis, būtent: I, 2, 3, 5, 6, 10, 15 ir 30. 
3. Penkis, būtent: 1, 2, 4, 8, 16. 
4.4. 
5. 53, 59, 61, 67, 71, 73, 79, 83, 89, 97. 
*6. Nurodymas. Parinkite tinkamą žymėjimą skaičiams, kurie yra“ 
duotojo skaičiaus d tikslieji kartotiniai. 


$ 3, p. 21 

1. Taip, g=—7. 7. Ne. 

2. Taip, q= —7. 8. Taip, q=1. 

3. Taip, g=7. 9. Ne, nes q ne vienintelis. 
4. Ne. 10. Taip. 

5. Taip, g= —35. 11. Taip. 

6. Taip, q=0 

$4, p. 24 


1. a), b) ir f) teisingi, c), d) ir e) klaidingi. 
2. Visais atvejais teisingas. 

3. a), c), d) teisingi, b) ir e) klaidingi. 

4. a), b), c), d) teisingi, e) klaidingas. 


$6, p. 27 


6. a) neuždara, b) uždara, c) uždara, d) neuždara, e) uždara, f) už- 
dara, g) uždara. 


1I SKYRIUS 

$2 p. 35 

a) 0,25 b) 0,015, c) 0,8025, 
d) 0,0112, e) 2,816, f) 1,2596. 
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§ 3, p. 41 


2. a) Klaidingas; tai matyti, imant b=10, 
b) teisingas, 
c) klaidingas; tai matyti, imant b=10, 
d) klaidingas; tai matyti, imant b=7, 
e) klaidingas; tai matyti, imant b=7, 
f) teisingas. 


3 
3. a) Klaidingas; matyti, imant trupmeną 5, 
b) teisingas, 
3 
c) klaidingas; matyti, imant trupmeną 5. 
4 Jeigu ab=0, tai a=0 arba b=0. 


5. Taip. 
$4 p. 46 
są 9978 1663 
a) 5. d) 5990 = T665’ 
17 1 
b) 5> e) 3900 > 
3706 1853 
c) 3900 = p50 P L 
$ 5, p. 49 


1. a) 0,12, b) 0,3, c) 4,8, d) 10,0. 
2. a) 0,72999..., b) 0,0098999..., c) 12,999... 


a ; 
3. Tie racionalūs skaičiai s nesuprastinama ), kurių vardik- 


lis b nesidalija nė iš vieno pirminio skaičiaus, išskyrus 2 ir 5, ir skai- 
tiklis a, be to, nelygus nuliui. 
4. Tokių skaičių nėra. 


IH SKYRIUS 
$ 5, p. 61 
7. Racionalus. 
IV SKYRIUS 
$ 1, p. 73 
1. Pavyzdžiui, / 3 ir -y 2. > 
2. Pavyzdžiui, W/ 2 ir V 2. 
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3. Pavyzdžiui, y/2 ir V 3. 
4. Pavyzdžiui, V 2 ir 2. 


„AA 
5. Pavyzdžiui, / 3 ir 7T 


$ 2, p. 77 


1. a) n=3, c3=15, c2= —23, c1=9, c&o=— l; 
b) n=3. c3=3, c&2=2, c1 =—3, Co=—2; 
c) n=3, C3--2, C(2=7, c1=—3, Co= -—18; 
d) n=4, c&4=2, c3=0, = —1, c1=—3, Co=5; 
e) n=5, (5=3, c4=0, c3=—5, c&2=6, cı=-— 12, co=8, 
f) n=4, c&=1, &=0, C= — 3, cı1=—5, C9=9. 
2. a) Taip. b) Taip. c) Taip. d) Ne. e) Taip. f) Ne. 
4. Nurodymas. Padauginkite lygtį iš sandaugos b3b2b1bo. 


$3, p. 84 


2. Nurodymas. Pasinaudokite IV skyriaus 1 teorema ir vie- 
nu 1 pratimo rezultatu. 


2 
7. Nurodymas. Pavyzdžiui, æ yra lygties x*—1=0 šaknis. 


V SKYRIUS 
$ I, p. 92 


l.a) Nurodymas. (5) lygybėje vietoj © įrašykite 40° ir pasi- 
naudokite tuo, kad cos 120°= — 0,5. 


b) Nurodymas. Pasinaudokite 1 pratimo a) rezultatu ir 
viena iš (8) lygybių. 
c) Nurodymas. Pasinaudokite pirmąja lygybe iš (8), įra- 
šydami 8= 10“. 
d) Nurodymas. Pasinaudokite 1 pratimo a) rezultatu ir 
tapatybė cos 8=sin (90*—8). į 
3. Nurodymas. (1) lygybėje vietoj A ir B parašykite atitin- 
kamai 30 ir 28, o paskui pasinaudokite (3), (4), (5) ir (7) lygybėmis. 
4. a), b), cy, d), j) ir 1) racionalūs. 


$ 2, p. 94 | | 
l.a) Nurodymas. Pasinaudokite tuo, kad cos 30°= r š 
c) Nurodymas. Pasinaudokite tuo, kad cos 45°= r: ; 
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d) Nurodymas. Pasinaudokite skaičiaus cos 407 iracionalu- 
mu ir lygybe cos 2-35*=cos 70*=cos (90°—20°) =sin 20° ir t. t. 
3. b) Taip. 


$ 3, p. 97 


3. Nurodymas. Prisiminkite, kad log m+log n=log mn. 
4. Nurodymas. Be kitų rezultatų pasinaudokite 3 pavyzdžiu 
iš teksto. 


$ 4, p. 100 
.a) Nurodymas. y3 yra lygties x?—3=0 šaknis. 


b) Nurodymas. y5 yra lygties x3—5=0 šaknis. . 


c) Nurodymas. V 2+ V 3 yra lygties x+—10x24+1=0 šak: 
nis. Žr. (5) lygtį iš IV skyriaus. 
d) Nurodymas. Žr. (6) lygtį iš V skyriaus. 


VI SKYRIUS 
$ 1, p. 115 


5. a) Klaidingas, pavyzdžiui, kai r= —2, s= —3. 
b) Klaidingas, pavyzdžiui, kai r=4, s=3 ir c=-—2. 
c) Teisingas. 
d) Teisingas. 
e) Teisingas. 


f) Klaidingas, pavyzdžiui, kai 2 
g) Teisingas. 
6. —10<A<10. 
8. Taip. Skiriasi tik tuo, kad atveju b) skirtumas u—v gali būti 
lygus nuliui, o atveju a) negali. 


$2 p. 118 
2. a) 1, b) 3, c) 4, d) 6, e) 5, i) 7, g) 3, h) 31, j) —2, k) —22. 
$ 3, p. 122 

2 3 5 7 91012 4 16 17 
LT-3:3-4-5-6>7>3-9-10> 

3 6 9 13 16 19 2 25 28 3l 
21:2-3-13>5>6>7-3>9-10 
3. Nurodymas. Tai išveskite iš VI skyriaus 3 teoremos. 


*5, Nurodymas. Išnagrinėkite atvejį, kai 4=1/2 ir n=4, ir 


m 
įrodykite, kad nėra nesuprastinamos trupmenos K (arba, kitaip sa- 


m 
kant, trupmenos "2 Su nelyginiu m), kuri tenkina nelygybes 
m 
4 


1 1 
$4 p. 129 
1. n=4, m=7 
2 aa b 0 d 9 ) g) h j k) D 
n| 2 3 4 4 1 5 5 5 5 1 
m| 3 5 7 1 3 


m|| | 7 
n|3 3 22 
$ 5, p. 135 


1. Nurodymas. Išnagrinėkite pirmą sveikąjį skaičių, didesnį 
už A, ir pirmą sveikąjį skaičių, mažesnį už A. 
m 
2. Nurodymas. Parodykite, kad išimtį sudaro skaičius — , ku- 
riame 1=1, o m lygus labiau nuo A nutolusiam skaičiui, pasirenkamam 


iš dviejų skaičių: vienas iš jų yra pirmas sveikas skaičius, mažesnis 
už A, o antras — pirmas sveikas skaičius, didesnis už A. 


3. a) Pavyzdžiui, 


D 
3 
b). Pavyzdžiui, 5 ir 

7 


Ai o Yo a 


c) Pavyzdžiui, 3 ir 
4. a) Visi šie skaičiai. 
o LS 4 7 
b) 7 Ir fo. jeigu ji imtume suprastintame pavidale 5- 
3 3l 843 
5. a) T> 0 TMD T: 
*6. Nurodymas. Įrodykite, kad 5 teoremos nelygybės nėra tei- 


3 į m 
singos, imant =g ir bet kurį skaičių mu n>5, samprotaudarni 
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m 
šitaip. Skirtumas i arba teigiamas, arba neigiamas. Jeigu jis tei- 


1 
giamas, tai mažų mažiausiai lygus 5p 9 jeigu neigiamas, tai daugių 
a 1 
daugiausia lygus — g3- 


*7. a) Nurodymas. Įrodydami, kad du nagrinėjamieji raciona- 
lūs skaičiai nelygūs, pasinaudokite pagrindine aritmetikos teorema, 
įrodyta priede B. 


b) Nurodymas. Įrodykite, kad 5 teoremos nelygybės netei- 


m 
singos, imant bet kurį racionalų skaičių +, kurio n didesnis už b. 


$ 6, p. 139 

1. b) Tokių skaičių nėra. 
1 2 3 

2. b) Tra. 
1 2 

3. b) T° T: 

VII SKYRIUS 

$ 1, p. 146 


1. 2, 2, 8 ir 10-'. 

2. Ne. 

4. b) |x-7|=x—7, kai x>7; |x—7|=—x+7, kai x<7. 

5. a) x=— l; b) x=2; c) x=7 ir x=—7; d) visos x reikšmės. 


$ 3, p. 149 
2. 07—7= (a— B) (a°+a5B+ 0*B2+098*+-02p* aB BS). 


3. Nurodymas. Bet kuri lygties f(x) =0 šaknis tenkina ir lygtį 
F(x)g (x) =0. 


PRIEDAS C 
p. 170 


1. a) 5x=0, 4x+1=0, 3x+2=0, 2x+3=0, x+4=0; 
3 2 1 1 2 3 
ka Sai a A E E 
2. Ją galima parašyti, pavyzdžiui, šitaip: 1, —1, 3, —3, 5, —5, 7, 
=7; 9; -9,... 
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„Nurodymas. Apibrėžkite daugianario a+bx* aukštį, laikydami 
jį skaičiumi a+b. Sunumeruokite visus tokius daugianarius, paste- 
bėję, kad yra tik baigtinis skaičius bet kurio duotojo aukščio dau- 
gianarių. 

. x4=0, 2x3=0, +1=0, 3+x=0, 43+x2=0, 3x2=0, 2x2+1=0, 
x?+2=0, 2x2+x=0, x2+x+1=0, x2+2x=0, 4x=0, 3x+1=0, 2x+ 
+2=0, x+3=0. 

„Nurodymas. Visi tie skaičiai yra. algebriniai; remkitės 3 teo- 
rema. 

„Nurodymas. Tarkime, kad aibė B išreiškiama seka b;, b2, b3,..., 
o aibė C— seka ci, c2, C3,... Tada aibę A galima išreikšti šitaip: 


bi, Ci, ba, Co, ba, Ca, ... 


„Nurodymas. Samprotaukite panašiai, kaip įrodant 4 teoremą. 
Nagrinėjamasis atvejis skiriasi nuo 4 teoremos tik tuo, kad dabar 
visi skaitmenys aj1, 421, ai, ... lygūs nuliui. Sudarykite naują skai- 
čių, pasirinkdami b,=0, b;>=4j5 ir b20, ba>5055 ir b;>50 ir ap- 
skritai bili i ir b;5£0. 
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